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Theorie der algebraischen Functionen einer Veränder- 
lichen und der algebraischen Integrale. 
Erste Abhandlung. 


(Von Herrn K. Hensel. ) 


| Einleitung. 

Obwohl die Theorie der algebraischen Funetionen einer Veränder- 
lichen durch die neueren Untersuchungen in hohem Masse ausgebildet 
worden ist, genügt sie doch in einem wesentlichen Punkte nicht den An- 
forderungen, welche nothwendig an sie gestellt werden müssen: Alle hier 
gegebenen Definitionen entbehren nämlich so lange einer sicheren Grund- 
lage, als kein Mittel angegeben wird, durch welches entschieden werden 
kann, ob sie auf eine vorgelegte Grösse passen, oder nicht, und ebenso- 
wenig kann ein Satz als begründet gelten, wenn sein Beweis nicht so ge- 
führt ist, dass auch in jedem speciellen Falle seine Anwendbarkeit er- 
kannt werden kann. 

Die Nothwendigkeit und die Bedeutung dieser zuerst von Herrn 
Kronecker in seiner Festschrift allgemein aufgestellten Forderungen erkennt 
man gerade in der Theorie der algebraischen Functionen, mit welcher sich 
die vorliegende Arbeit beschäftigt, am deutlichsten, wenn man an die Be- 
handlung der hier sich darbietenden Aufgaben geht und versucht, ob die- 
selben mit Benutzung von Methoden zu lösen sind, welche jenen Forde- 
rungen nicht entsprechen. Zu den Hauptzielen der allgemeinen Theorie 
der algebraischen Funetionen gehört nun unstreitig die eingehende Untersu- 
chung specieller Klassen algebraischer Gebilde. Nur auf dahin gerichtetem 
Wege kann diese Theorie eine so hohe Ausbildung erreichen, wie sie schon 
seit Anfang dieses Jahrhunderts die T’heorie der algebraischen Zahlen er- 
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langt hat; nur so vermag sie die aus anderen Gebieten an sie herantreten- 
den Fragen in befriedigender, inhaltsvoller Allgemeinheit zu beantworten. 
Für einen jeden Fortschritt in diesem Sinne müssten nun aber die vorher 
eharakterisirten allgemeinen Untersuchungen durch vollständig neue ersetzt 
werden, um die dort nur defnirten Anzahlen nunmehr wirklich zu bestim- 
men; ist dies aber geschehen, so wäre für dieses specielle Gebiet jene 
Theorie entbehrlich. 

Aus diesen Gründen erscheint es von Wichtigkeit, dass die allge- 
meine T'heorie der algebraischen Functionen einer Variablen in einer Weise 
dargelegt werde, welehe von den vorhin bezeichneten Mängeln frei ist, und 
insbesondere die allgemeinen Fragen so behandelt, dass die Resultate und 
Methoden unmittelbar auf jedes specielle algebraische Gebilde angewendet 
werden können. S>Soll dies der Fall sein, so darf die Untersuchung nur zu 
Funetionen führen, welche sowohl in Bezug auf die Veränderlichen, als 
auch auf die Coetfiecienten der Gleichung rational sind; es muss daher die 
Benutzung «vonjugirter Wurzeln der definirenden Gleichung, und die der 
Linearfactoren der Funetionen einer Variablen vollständig vermieden werden. 
Nur bei Erfüllung dieser ‚Bedingung sind nämlich z. B. auch diejenigen 
Fälle der Behandlung zugänglich, wo zwischen den Gleiehungscoeffieienten 
beliebige algebraische Relationen bestehen. Dieser Forderung wird in der 
vorliegenden Arbeit dadurch genügt, dass die ganze Untersuchung auf die 
;etrachtung linearer homogener Gleichungen zurückgeführt wird, deren Coef- 
ficienten sich aus denjenigen der zu Grunde gelegten Gleichung rational, 
und zwar nur mit Hülfe des Euklidischen Verfahrens zur Aufsuchung des 
grössten gemeinsamen Theilers bestimmen. 

Eine wesentliche Vereinfachung der Theorie ergiebt sich dadurch, 
dass die Betrachtung der unendlich fernen Stellen des algebraischen Ge- 
bildes durch die Einführung homogener algebraischer Formen entbehrlich 
vemacht wird. Jede algebraische Function kann nämlich, wie die nach- 
tolgenden Untersuchungen zeigen, als der Quotient zweier homogenen ganzen 
algebraischen Formen derselben Dimension dargestellt werden, welche nie- 
mals unendlich werden, und deren Nullstellen beziehlich denjenigen Stellen 
des Gebildes entsprechen, an welchen jene Funetion verschwindet oder 
unendlich gross wird, und hierdurch wird die Untersuchung von selbst 
auf die Betrachtung der ganzen algebraischen Formen redueirt. Die ein- 
zige hier zu entscheidende Fundamental-Frage ist die nach der vollstän- 
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digen Aufstellung aller ganzen algebraischen Formen, eine Frage, welche 
mit derjenigen nach den linear unabhängigen Formen niedrigster Dimen- 
sion vollständig zusammenfällt. In dieser Arbeit wird nun zunächst gezeigt, 
wie man durch Auflösung linearer Gleichungen zur Darstellung eines solchen 
„Fundamentalsystems“ gelangt. Hieran schliesst sich die Untersuchung der- 
jenigen Formen, welche den ganzen am nächsten stehen, der sogenannten 
„Formen erster Gattung“, und als Anwendung die vollständige rationale 
Darstellung der Integrale erster Gattung. Zugleich ergiebt sich die ein- 
fache Beziehung, welche zwischen der gesammtdimension des Fundamental- 
systems und dem Geschlecht des betrachteten algebraischen Gebildes besteht. 
Ich bemerke endlich noch, dass die hier durchgeführten Untersuchun- 
gen auch auf die Theorie der algebraischen Flächen und Raumeurven ausge- 
dehnt werden können, wie in einer späteren Arbeit dargelegt werden soll. 
Die einzige Arbeit, in welcher die algebraischen Funetionen Dbe- 
liebig vieler Variablen den obigen Anforderungen gemäss und ohne jede 
beschränkende Voraussetzung untersucht worden sind, ist die bereits er- 
wähnte Festschrift des Herrn Kronecker; in ihr wird jedoch, entsprechend 
der umfassenderen Natur der abgeleiteten kesultate, auf die hier sich dar- 
bietenden Probleme, z. B. auf die Beziehungen zur Theorie der algebraischen 
Integrale nicht eingegangen, und insbesondere wird von der Betrachtung 
der unendlich fernen Stellen des algebraischen (Grebildes vollständig abge- 
sehen. Ausserdem hat Herr Kronecker die ebenen algebraischen Curven 
noch in einer Arbeit „Ueber die Diseriminante algebraischer Funetionen“ 
(dieses Journal Bd. 91) behandelt und hier nachgewiesen, dass die be- 
trachtete Curve von vornherein eindeutig in eine solehe transformirt werden 
kann, welche nur Doppelpunkte besitzt. Die Fortsetzung dieser Arbeit, zu 
welcher jener Satz die Grundlage bildet, ist leider noch nieht veröffent- 
lieht worden, obwohl sie, wie ich weiss, längst abgeschlossen ist. In diesem 
Zusammenhange ist ferner noch auf die früher veröffentlichte Arbeit des 
Herrn Nöther „Ueber die singulären Werthsysteme einer algebraischen Func- 
tion und die singulären Punkte einer algebraischen Curve“ (Math. Ann. Bd. 9), 
und ganz besonders auf seine wichtige Abhandlung ;,‚Ueber die rationale Aus- 
führung der Operationen in der Theorie der algebraischen Funetionen‘“ (Math. 
Ann. Bd. 23) hinzuweisen, in welcher einige der hier untersuchten Pro- 
bleme in einer von der unsrigen völlig verschiedenen Weise, jedoch unter 
Zugrundelegung genau derselben Forderungen behandelt worden sind. 
he 
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I. 
Die rationalen Funetionen einer Variablen und die rationalen homogenen Formen. 
Eine jede rationale Function von z kann als Quotient zweier ganzen 
Funetionen dargestellt werden, es ist also 
(1.) f(&) 
92) 
der allgemeinste Ausdruck einer rationalen Function, wenn f(x) und g(x) 
beliebige ganze Funetionen von z bedeuten. Die Üovefficienten werden, um 
gleich den allgemeinsten Fall zu umfassen, als rationale Functionen be- 
liebig vieler Unbestimmten (R,R,...) vorausgesetzt, zwischen denen wiederum 
eine algebraische Gleichung bestehen kann. 
Setzt man nun: 


x 1 
(2.) ii, == - Lo. = — 
ee) z—u’ . z—u’ 


wo a eine unbestimmte Grösse bedeutet, so sind x, und x, Formen von z, 
von denen für ein unbestimmtes aber endliches u keine unendlich gross wird, 
während x, nur für 2=0, 7, nur für = = x verschwindet; die erste Eigen- 
schaft dieser Formen lässt sich auch dahin aussprechen, dass für jeden end- 
lichen oder unendlichen Werth von x der Grösse « ein solcher endlicher 
Werth beigelegt werden kann, dass x, und z, endliche Zahlen sind. Dann 
ist aber: 
(3.) =... 


7, 


Macht man nun in (1.) diese Substitution für e und bezeichnet die dann 
im Zähler und Nenner auftretenden homogenen ganzen Formen beziehlich 
durch f(@,, ©,) und g(z,, &,), so erhält man für eine beliebige rationale 
“unetion die folgende Darstellung: 

(4\ f(x, X, ) 

er 9(2,,7,)' 
wo f und g homogene ganze Formen derselben Dimension in z, und 
sind. Man braucht daher zunächst nur die homogenen ganzen Formen von 
7,,7,) zu untersuchen, da sich jede Function von x als Quotient zweier 
ganzen Formen derselben Dimension darstellen lässt. 

Eine ganze homogene Form ist auch dadurch charakterisirt, dass sie 


für ein unbestimmtes aber endliches a offenbar niemals über jede Grenze 
hinaus wachsen kann, da dasselbe für x, und z, der Fall ist. 
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Es sei nun P(z,,:,) eine homogene ganze Form von x, und x, und 

) ihre Dimension, d. h. es sei: 
P(z,,2) = wÄta "+: +a,2, 
so kann man stets voraussetzen, dass von den beiden äussersten Üoef- 
fieienten a, und a, mindestens einer von Null verschieden ist, da man 
anderenfalls P in ein Produet von Formen zerlegen kann, von welchen 
jede die angegebene Eigenschaft besitzt. Im Allgemeinen sind sogar beide 
Ooeffieienten nicht gleich Null, ausser wenn 
Pe2 ddr Po 

ist. Ist nun f(x,,2,) eine beliebige ganze Form, so ergiebt sich durch 
einfache Division eine Gleichung: 


Aa } r u \ } ” m ‚ } N 

(4“.) fa,,20) = Pa, 2)0 (2, =) +fı(&, ©), 
oder, was dasselbe ist, eine Congruenz: 

f(z, 2) = fi(&ı, ©.) (mod. P(z,, 2.)), 


in welcher f, von gleicher Dimension wie f, aber in Bezug auf eine deı 
(srössen x, oder x, höchstens vom (4—1)ten Grade ist. Wir wollen die 
Division stets so ausgeführt denken, dass der Grad von f, in Bezug auf r, 
der möglichst niedere ist, ausser natürlich in dem Falle, wo P=x/ ist, 
und wo z, an die Stelle von z, tritt. Die so sich ergebende Form f,(z,, x,) 
soll der kleinste Rest heissen, welchen f, modulo P betrachtet, lässt. Eine 
Form, die modulo P bereits auf ihren kleinsten Rest redueirt ist, kann 
offenbar nur dann durch P theilbar sein, wenn sie gleich Null ist. 

Durch successive Anwendung des in (4°) auseinandergesetzten Di- 
visionsverfahrens kann man, ebenso wie in der T'heorie der ganzen Fune- 
tionen von x, den grössten gemeinsamen Theiler zweier ganzen Formen aui 
rationalem Wege finden, oder sich überzeugen, dass sie zu einander relativ 
prim oder theilerfremd sind. Ist f(z,,2,) zu P(x,, z,) relativ prim, so kann 
man vermittelst dieses „Euklidischen Verfahrens zur Aufsuchung des grössten 
gemeinsamen Theilers“, stets eine solche ganze homogene Form F finden, 
dass: | 
f.F=x7 (mod. P(z«,, x;)) 
ist, wo «u einen ganzzahligen nicht negativen Exponenten bedeutet. Sollte 
P= x; sein, so würde hier, wie stets im Folgenden, wieder z, an die Stelle 
von z, treten. 
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Betrachtet man nun eine gebrochene homogene Form, also: 
(5,) Fa...) - (2 


so versteht man unter ihrer Dimension die Differenz der Dimensionen ihres 
Zählers und ihres Nenners. - Eine homogene Form der mten Dimension ist 
hiernach dadurch charakterisirt, dass: 

(6.) F(txz,,tx,) = t".F(x,, &:) 
ist. Hieraus ergiebt sich leicht, dass alle homogenen Formen der nullten 
Dimension, und nur sie, rationalen Functionen von x gleich sind. Der zweite 
T'heil dieses Satzes ist an sich klar; um den ersten zu beweisen, braucht 


: . \ 1 . i 
man in der Gleichung (6.) nur m=0 und t= — zu setzen; die so sich er- 
Be 3 
sebende Gleichung: 
f 2 
ie 1) = F(2,,%) 
2 


lehrt dann unmittelbar, dass jede homogene Form nullter Dimension einer 
Funetion von x gleich ist, und dass man diese erhält, wenn man x, durch 
x, x, durch 1 ersetzt. 

Eine weitere Consequenz dieses Satzes ist die, dass man die homo- 
genen Formen derselben Dimension in eine Klasse rechnen darf; die For- 
men derselben Klasse haben dann die charakteristische Eigenschaft, dass das 
Verhältniss je zweier von ihnen einer Function von x gleich ist. Für 
diese „relative Aequivalenz‘ der Formen bestehen wörtlich dieselben Sätze, 
wie in dem entsprechenden Gebiete der Zahlentheorie, nur ist hier die 
Anzahl der nicht äquivalenten Klassen offenbar unendlich gross, da ja die 
Dimension einer Form jeder positiven oder negativen ganzen Zahl gleich 
sein kann. 

Betrachtet man nun alle homogenen rationalen Formen 


Mau) = an) 


nicht mehr für sich, sondern für eine homogene ganze Form P(x,, z;) als 
Modul, so soll F, modulo P betrachtet, ganz genannt werden, wenn ihr 
Nenner mit P keinen gemeinsamen Theiler hat. Diese Formen sind da- 
durch offenbar vollkommen charakterisirt, dass sie für keinen derjenigen 
Werthe von x über jedes Mass hinaus wachsen, für welche P(z,, 2,) für 
ein variables # verschwindet; und hieraus ergiebt sich leicht, dass auch 
für diesen weiteren Bereich der modulo P ganzen Formen die Summe und 
das Produet beliebig vieler ganzen Formen wiederum ganz ist. 
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I. 
Die algebraischen Funectionen einer Variablen und die homogenen algebraischen Formen. 
Es sei y als algebraische Funetion von x durch die Gleichung 
1.) Ay’+ Ay "+ +4, 0 


definirt, wo A,, A,, ..., A, ganze Funectionen von x sind; die höchste in 
ihnen auftretende Potenz von x sei die mte. Führt man auch hier an Stelle 


von x den Quotienten — ein, und macht man alsdann diese Gleichung in 
2, &, homogen, indem man sie mit x; multiplieirt, so lässt sie sich 
folgendermassen schreiben: 

Aus, 2.)y"+ A, la, 2)y" ++ A 


(2, &:) u. U, 


wo jetzt die Coefficienten sämmtlich homogene ganze Formen der mten 
Dimension von z,, 2, sind. 
Setzt man nun 
(2.) n = y-Avl2,, 2%); 
so genügt die algebraische Form 7 jetzt der Gleichung: 
N" +An+AAm"+AAn "+ +A A, = 0, 


welche auch folgendermassen geschrieben werden kann: 


3 


3) HA la, + Al, + +A,la,) = 0, 


wenn allgemein A, eine homogene Form von (z,,x,) der mi-ten Dimen- 
sion ist. 

Wir wollen n7 eine homogene algebraische Form von (x,,x,) nennen. 
weil sie einmal der algebraischen Gleichung (3.) genügt, und weil anderer- 
seits aus der Gleichung (2.) folgt, dass 7 in £"n übergeht, wenn man an 
Stelle von x,, z, beziehlich ix, und fx, setzt. Auch hier soll der Exponent 
m die „Dimension“ der algebraischen Form n heissen. 

Wir betrachten jetzt die rationalen Functionen von (z,,.,,n) unter 
der Voraussetzung, dass n mit x, und z, durch die Gleichung (3.) ver- 


bunden ist. Dann können alle diese Funetionen auf eine. und aueh nur auf 


eine Weise auf die Form gebracht werden: 


(4.) vo = wWwtUN+ tu," 
WO %, +++, %4,_, Formen von (z,,2,) sind. Bei der weiteren Untersuchung 
brauchen wir aber nur die homogenen Formen, d.h. diejenigen zu betrach- 
ten, welche sich mit einer Potenz von £ multiplieiren, wenn man x&,, z.. ? 


19 ’< j 


beziehlich durch tx,, tx,, E"n ersetzt. In der T’hat, seien w,, .... w, homo- 
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gene algebraische Formen verschiedener Dimensionen, so lässt sich leicht 


zeigen, dass eine Gleichung: } 
wt+w.++Ww, = 0 E 
dann und nur dann bestehen kann, wenn die v» einzelnen Formen selbst E 


verschwinden. Macht man nämlich für &,, z,, 7 die oben angegebene 
Substitution, so geht diese Gleichung über in: 

ro + tl". +fw, = 0, 
welche für ein variables # bestehen müsste, was offenbar nur unter der oben 
semachten Voraussetzung möglich ist. 





Auch die homogenen algebraischen Formen lassen sich nach ihrer 
Dimension « in Klassen theilen, von denen diejenigen mit der Dimension 
Null wieder die Hauptklasse bilden. Diese sind nämlich durch die cha- 
rakteristische Eigenschaft bestimmt, dass sie und nur sie algebraischen 
Funetionen von z gleich sind. Betrachtet man nämlich eine beliebige ra- 
tionale Funetion Fr, y), und setzt hier: 


Pe m‘ = N 
’ . Mn u ... .  — 
ey ) x, Y A,(z,,2,)’ 


so erhält man eine homogene algebraische Form der nullten Dimension, 
weil sie bei der Substitution 

a, =la, ma=-in, n=#"n 
ungeändert bleibt. Hat man umgekehrt eine homogene algebraische Form 
der nullten Dimension, für welche also: \ 


b(tx,,t2,t"n) = Plz, %,n) 


ist, und setzt man hierin t= : ‚ so ergiebt sich unter Benutzung von (2.): 
B(a,0,17)=b(,1, 7)= (2, 1,y.A,@, D). 
und damit ist jener Satz bewiesen. Aus der Definition der homogenen For- F 
men ergiebt sich unmittelbar, dass die Dimension eines Produetes homogener 
Formen der Summe der Dimensionen seiner Factoren gleich ist. 
Diese Eintheilung der algebraischen Formen in Klassen ist deshalb 


mit derjenigen der Zahlentheorie im Einklange, weil irgend zwei Formen F 
derselben Klasse zwei algebraischen Functionen von x proportional sind. 4 


Formen derselben Klasse sollen auch hier „relativ äquivalent“ heissen. Ins- 
besondere ist dann jede algebraische Form einer positiven oder negativen 


Potenz von x, relativ äquivalent, deren Exponent eben der Dimension der “ 
Form gleich ist. & 





en ET 
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11. 
Die ganzen algebraischen Formen. 
Jede homogene algebraische Form: 
(1.) vo = w+twn4+ tu, 7" 
genügt einer Gleichung des »ten (srades: 
(2.) o”+B,(2,,2)w""+--+B,(z,%) = (0, 
deren Üoefficienten Formen von (z,,2,) sind. Man kann diese Gleichung 
z. B. dadurch finden, dass man die » Producte », wn, .... »n""' mit Hülte 
der Gleichung (3.) des vorigen Paragraphen auf den (»—1)ten Grad in r 
redueirt. Aus den so sich ergebenden » ltelationen 


-1 ' k—1 
= un 


1 


ven 


erhält man dann die gesuchte Gleichung (2.) in Determinantenform: 


(3.) 0,—0d,w| = 0 k=1,2..0), 
wo nach einer gebräuchlichen Bezeichnungsweise d,, gleich Null oder gleich 
Eins zu setzen ist, je nachdem die Indices i, % verschiedene oder gleiche 
Werthe besitzen. — Ist « die Dimension von w, geht also ww in fw über, wenn 


%,. &, durch txr,. tx, ersetzt werden, so erkennt man’ leicht, dass die linke 
Seite jener Gleichung ebenfalls eine homogene algebraische Form ist, und 
zwar ergiebt sich aus ihrem ersten Grliede, dass sie von der un-ten Dimen- 
sion ist. Daraus folgt, dass allgemein der öte Coeffieient B, in (2.) eine 
homogene Form der wi-ten Dimension von (z,,2,) Ist. 

Eine homogene algebraische Form » soll dann ganz heissen, wenn 
die niedrigste irreduetible Gleichung, der sie genügt, ganze Formen von 
(2, &,) als Coeffieienten enthält, während der Coefficient der höchsten Potenz 
gleich Eins ist; es ist diese Bedingung bekanntlich gleichbedeutend mit der, 
dass auch die homogenen Formen B,,..., B, in (2.) ganz sind. Offenbar haben 
die ganzen algebraischen Formen die charakteristische Eigenschaft, für alle 
Werthe von x stets endlich zu bleiben, wenn die Unbestimmte » auf end- 
liche Werthe beschränkt wird. Es ergiebt sich hieraus auch sofort, dass 
jede ganze Funetion einer oder mehrerer ganzen algebraischen Formen 
wieder ganz ist. — Die ganzen algebraischen Formen der nullten Dimen- 
sion, oder der Hauptklasse sind offenbar die Constanten und nur diese. 

Eine jede gebrochene algebraische Form kann nun, wie gleich ge- 
zeigt werden wird, stets als Quotient zweier ganzen Formen dargestellt 
werden; durch diese einfache Bemerkung redueirt sich die vorliegende Unter- 
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suchung von selbst auf die Betrachtung aller ganzen algebraischen Formen. 
Aus diesem Grunde bildet die Aufstellung eines vollständigen Systemes 
aller ganzen algebraischen Formen eine Fundamentalaufgabe für die allge- 
meine Theorie der algebraischen Functionen einer Variablen. Es ist zunächst 
sehr leicht, ein System von solchen Funetionen zu finden, welches jedoch 
im Allgemeinen kein vollständiges ist. Ist nämlich 7 die durch die Glei- 
chung (3.) des vorigen Paragraphen definirte ganze algebraische Form, und 
setzt man: 

(4.) nn” G=1,%..m), 


tw 


so sind die » ganzen algebraischen Formen 

(9.) N N ee Pan 
wegen der Irreduetibilität der Gleichung für » rational unabhängig, d.h. 
es Kann jede rationale homogene Function w von z,, ©,, n auf eine, und 
nur auf eine Weise in der Form 

(6.) v = un +Wn++u,N, 
mit homogenen Formen von x, und z, als Coefficienten dargesteilt werden. 
Sind bei dieser Darstellung die Coeffieienten «,, ..., «, sämmtlich ganz, so ist 
w offenbar eine ganze algebraische Form, d.h. » genügt einer Gleichung, 
deren Uoefficienten ganze homogene Functionen von (z,,x,) sind; sind jene 
Coeffieienten gebrochene Formen, und bezeichnet man ihren kleinsten ge- 
meinsamen Nenner durch P(&,, x,), so lässt sich oo folgendermassen darstellen: 

(6“.) vo = 97, 7°" 7 Un Yin 

P(z,,%,) 
d. h. jede gebrochene algebraische Form ist als Quotient zweier ganzen homo- 
genen Formen darstellbar. Es kann nun leicht der Fall eintreten, dass eine 
Form w algebraisch ganz ist, obwohl sie, durch das System (5.) ausgedrückt, 
in gebrochener Form erscheint, d. h. ohne dass bei ihrer Darstellung in der 
Form (6°.) jede der ganzen Formen #,,...., a, durch den gemeinsamen Nenner 
P(x,,x,) theilbar ist. Es sind also zunächst die Bedingungen aufzustellen, 
damit eine algebraische Form durch eine ganze homogene Form P(z,, ;) 
von x, und &, theilbar ist, und hierzu ist es wieder nöthig, überhaupt das 
Verhalten einer beliebigen algebraischen Form für eine ganze rationale Form 
als Modul genauer zu untersuchen. 

Ebenso, wie eine algebraische Form ®» ganz heisst, wenn in der 

Gleichung (1.), der sie genügt, die Coefficienten B,,...., B, ganze Formen von 
x, und z, sind, soll eine Form w für einen Modul P(z,,x,) als algebraisch 





2 
% 
Be: 
Br 
Fr 
Br 
= 





NET. SATER“, 














Sal." 


3 
u % 
Bi 
a 
4 
Mn 
F4 
E- 
PR; 
Air 
2 > 
et 
Zu 
Gi 
2 


& 
we 
S2r 
IE 


FE 
rl 









Hensel, Theorie der algebraischen Functionen einer Veränderlichen. 11 





























sanz bezeichnet werden, wenn ihre Gleichungseoeffieienten, modulo P _be- 
trachtet, ganze Formen von (z,,2,) sind, d.h. wenn die kleinsten Nenner 
derselben sämmtlich mit P(x,, z;) keinen gemeinsamen Thheiler haben. Denkt 
man sieh die Gleichung für w dureh Multiplieation mit dem kleinsten gemein- 





samen Vielfachen B, aller dieser Nenner auf die Form gebracht: 
B,w"+B, To 4 ee W B, — 0), 


so ist also », modulo P betrachtet, dann und nur dann algebraisch ganz, 


wenn B, zu P theilerfremd ist. Hieraus folgt, dass die modulo P ganzen 


ER RR B“ RN ee er “2 ben, 
en, JE > 
e Aa N he PER er A 
er. SE 


algebraischen Formen auch dadurch vollständig charakterisirt sind, dass sie 





für keinen Werth von x über jedes Mass hinaus wachsen, welchem eine 
Nullstelle von P(z,, x,) entspricht, für welchen also P(x,,x,) für ein un- 
bestimmtes aber endliches » unendlich klein ist: ebenso erkennt man aueh, 


> ö 4 y . . . Y 

23 dass die Summe und das Produet beliebig vieler soleher ganzen Formen 
e wieder eine Form ergiebt, ‚welehe, modulo P betrachtet, algebraisch ganz ist. 
Fe Stellt man die rationalen Funetionen w von (z,.2,,n) wieder in der 


Form (6.) dar. so folet aus den obieen Bemerkuneen. dass ». modulo P 
) - - - 


betrachtet, sicher algebraisch ganz ist, wenn die Üoefficienten #,,..., a, für 





a denselben Modul ganze rationale Formen sind, d.h. wenn ihre Nenner mit 
P keinen gemeinsamen T’heiler haben. Es soll jetzt aber weiter untersucht 
werden, ob auch eine Form: 





un.+--- Tu.’ 
(6°.) se vB Aa 
3 2 P(z,, T,) 
2 modulo P betrachtet, ganz sein kann, ohne dass ,, .... a, sämmtlich durch P 


theilbar sind. 
# Bei dieser Untersuchung sind die Coeffiecienten ”,, ..., #, zunächst 
; als solehe gebrochene Formen von (z,, x,) vorauszusetzen, welche, modulo P 





betrachtet, ganz sind, deren Nenner also zu P relativ prim ist: indessen kann 
man die algebraische Form w, ohne ihren Charakter in Bezug auf P zu 
s | ändern, mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen aller jener Nenner mul- 
tiplieiren, d. h. jene » Üoefficienten von vorn herein als ganze homogene 


Formen von x, und x, voraussetzen. Ferner braucht man die ganzen For- 
* men %. ..., a, nur modulo P zu betrachten. d.h. man kann sie stets auf 
E ihren kleinsten Rest für diesen Divisor redueirt annehmen, da ja die fort- 


gelassenen Vielfachen von P schon von selbst durch diese Form theilbar sind. 
Es sollen daher im Folgenden alle Coeffieienten bereits in dieser Weise 
angenommen werden. 
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= 
ee 
IV. ; 
Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Theilbarkeit einer algebraischen durch eine =. 
rationale homogene Form. | = 
Es - nn 4 2 # 
‚s sei also jetzt ee 


(1.) Mı, N2, er Mn 
ein System von » linear unabhängigen ganzen algebraischen Formen, z. B. das 
System (4.) des vorigen Paragraphen, und P(x,,x;) irgend eine homogene 
ganze Form von z, und x,, so soll jetzt untersucht werden, welchen Be- 
dingungen die Coefficienten der ganzen algebraischen Form | 

(2.) v = um tWnt+ tun, 
genügen müssen, damit diese durch die Form P algebraisch theilbar ist. 
Die vollständige Lösung dieser Fundamentalfrage bietet sehr erhebliche 
Schwierigkeiten dar, welche aber sofort schwinden, wenn man dieselbe in 
einem erweiterten Umfange behandelt: Wir wollen nämlich zunächst nach den 
Bedingungen fragen, welchen die Coeffieienten @,, ..., a, der Form ®» genü- 
gen müssen, damit sie durch eine Potenz 


P 


der rationalen Form P(x,,x,) algebraisch theilbar ist, d. h. damit die Glei- 
chung des »ten Grades, der 
w 


IN EE 
(3.) , pP 


\ 


genügt. lauter ganze homogene Formen von x, und x, als Coefficienten be- 
sitzt. Der vorläufig unbestimmt bleibende Exponent Ö soll aber nicht auf 
vanzzahlige Werthe beschränkt, sondern von vorn herein gleich einer belie- 
bigen gebrochenen positiven Zahl angenommen werden. Aus der Lösung 
dieser Frage ergiebt sich dann diejenige der im Anfange dieses Para- 


graphen angegebenen Fundamentalaufgabe dadurch, dass man den Expo- 


is i 1 2 n j 
nenten d successive gleich —, —,++-, annimmt. 
k m::.», m... n 
Es sei nun 
(4.) ©" +U,(u...u,)e0" "+ -+U,(u...u) = 0 


die Gleichung, der » für unbestimmte «,,..., ”, genügt; ihre Coefficienten 
APR U, sind dann offenbar homogene Formen beziehlich vom ersten, zweiten 
bis „ten Grade von %,..... a. Führt man nun an Stelle von © die Fune- 


tion z durch die Gleichung (3.) ein, so genügt diese der Gleichung: 


(4, PP Pe Dar. +0, = 0, 
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und man erkennt leicht, dass z dann und nur dann in dem eben ange- 
gebenen Sinne ganz sein wird, wenn alle Coefficienten dieser Gleichung 
durch P”’ theilbar, oder also, wenn «,...., #, so gewählt werden, dass die n 
Üongruenzen: 


(5.) PeP, Um...) =0 (mod. P"°) x 


sämmtlich erfüllt sind. 

Die hier gefundenen nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, dass w durch P? algebraisch theilbar ist, lassen sich in sehr ein 
facher und übersichtlicher Weise unter Benutzung des von Herrn Kronecker 
in die Wissenschaft eingeführten Begriffes der Modulsysteme zusammentassen. 
Sind nämlich 

(a,...0,) und (b,...b,) 


zwei Systeme irgend welcher ganzen Grössen, so sollen dieselben dann 
äquivalent heissen, wenn die Grössen a als homogene lineare Funetionen 
der Grössen b mit ganzen Coefficienten dargestellt werden können, und um- 
gekehrt den Grössen b dieselbe Eigenschaft in Bezug auf die a zukommt. 
Diese Beziehung soll durch 

(G....4,) DV (b,...b,) 
ausgedrückt werden. Mit Benutzung dieser Bezeichnung lassen sich offen- 


7 


® n—i r/ N BÄN _ \ 
6.)  Bla.a), PAMCuP t 


/ 


bar die Congruenzen (5.) folgendermassen schreiben: 


denn diese Aequivalenz besagt nur, dass die a Formen PU” U (a,...w,) dureh 
P"? theilbar, d. h. dass die » Congruenzen (5.) erfüllt sind. 

Man kann nun die Bedingung (6.) durch eine andere ersetzen mi 
Hülfe der folgenden Ueberlegung: Hat man zwei ganze algebraische Formen. 
welche durch P? theilbar sind, so gilt von ihrer Summe ein Gleiches. 


Sind nun ®,. ..., v, unbestimmte Variable, so ist offenbar 


3 a 
P = irrt trO, n pP 


1» 
eine durch P’” theilbare Form. Sind also «,, .... #, so gewählt, dass der 
Aequivalenz (6.) genügt wird, dass also © durch P’ theilbar ist, so gilt 
nach der soeben gemachten Bemerkung dasselbe für 


R u x 
e+P’e = Z(w+P‘v,)r 


für variable Werthe von ®,, .... e,. Hieraus folgt, dass die obige Aequi- 
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valenz dann und nur dann erfüllt ist, wenn sie bestehen bleibt, falls in ihr 
allgemein | 
| a, durch Pe, 
ersetzt wird, und ®,. ..., », Variable bedeuten. ‚Jene nothwendige und hin- 
reichende Bedingung (6.) lässt sich also folgendermassen schreiben: 
(7.) DI ee PIE, 

und zwar muss diese Aequivalenz für variable ®,, ..., ©, bestehen, d. h. der 
Coefficient eines jeden Productes von Potenzen der Unbestimmten vo muss 
für sich durch P”’ theilbar sein. 

Entwickelt man nun nach dem Taylorschen Satze jede der Formen 
U, des Systemes (7.) nach Potenzen der Variablen v®,,..., v,, so ergiebt sich: 


sw; Ö h) ( OU, d O' U 
U(w+P'v,..,%+P’v,,) = uFPETe +4 PP - — d,...P, 
’ ON, : OU,,...OU,, r 
i 2 
— FP” 3 in Ms 


0 Ku) 
WO 2. 2... %, unabhängig von einander alle Werthe 1, 2, ..., » annehmen, 
und allgemein U’ die Ate Ableitung von U,(w,,...,a,) nach den 4 Unbe- 
stimmten %,, ..., 4,, bedeutet. Da nun der Coeffieient eines jeden Pro- 


duetes ®,...v,, in der Entwickelung des Systemes (7.) für sich durch P” 


theilbar sein muss, so kann die Bedingung (7.) durch die folgende ihr 
äquivalente ersetzt werden: 


(8.) Pr -i4 2)0 U” (a,...u,); 3 N pP" + =r.2 ei ") f 


’ k=Ul1l,.. 
Aber auch dieses System von Bedingungen kann beträchtlich ver- 
einfacht werden, und zwar durch den Nachweis, dass eine Anzahl der 
homogenen Formen dieses Moduls homogen und linear dureh die übrigen 
dargestellt werden können: alle diese können offenbar in (8.) einfach fort- 
 theilbar sind, sobald diese Be- 
dineung für die übrigen Formen erfüllt ist. Um diesen Nachweis zu führen, 


wollen und können wir annehmen, dass die Zahl Eins durch die » Formen 


velassen werden, weil sie sicher durch P 


is +... 2, homogen und linear darstellbar ist; es ist dieses ja für das 
System (4.) des vorigen Paragraphen der Fall, wo n, selbst gleich Eins 
ist. Dei also: 

1 = an+@n+-+a,n. 
Dann kann die Gleichung (4.), der w genügt, bekanntlich auch folgen- 
dermassen geschrieben werden: 


F(w) = Nw— (un + "+0,n,)) = N(u+wa)n+--+(u,+wa,)n,) 
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wenn, wie gewöhnlich, N(Z) die Norm der algebraischen Funetion Z bedeutet: 


jene Gleichung geht also aus ihrem eonstanten Gliede U,(a,...u,) dadurch 


hervor, dass man allgemein: 

a, ersetzt durch „,+wa.. 
Entwickelt man den so sich ergebenden Werth von U, nach steigenden Po- 
tenzen von ® und vergleicht ihn dann mit dem in (4.) gegebenen Ausdruck 
von F(w), so erhält man zur Bestimmung der Coefficienten U, die Gleichung: 


U,+U,_0w+- +0" = U,+wFU a, + +wW" EZU”a,...a 


3 Pa \ 


es ist also: 


(9.) U, = ZUrDa 


N 4, ° 


wo U") wie vorher allgemein alle (»—i)ten Ableitungen von U, bezeichnet. 
Hieraus ergiebt sich durch Differentiation für irgend eine der Aten Ab- 
leitungen von U, die folgende Darstellung 


Frau a - ’ > ou) Te 5 
und demnach ist: 
n—i-+A))e h n—i4A)0 In—-i+ 
pp y@D — 3 P u a EEE 
> 5 RE 


Es sind also alle Elemente des Modulsystemes (8.) homogen und linear durch 
die folgenden unter ihnen: 

Pr-i+99 ye-+2 ( E ). 
oder, was dasselbe ist durch ä 

n °, U’ (u....u,) G TE. 
darstellbar, d. h. es können alle übrigen Formen jenes Systems fortgelassen 
werden. Setzt man daher jetzt der Einfachheit wegen 


(10.) U,(u,...u,) = N(w) = U(u....u, 


n\ n/» 


so lässt sich das bis jetzt erlangte wichtige Resultat folgendermassen aus- 


sprechen: 


Die algebraische Form w = «,n,+---+w,n, ist dann und nur dann 
durch P(x,, 2;)’ algebraisch theilbar, wenn ihre Coeffieienten solche 


homogene Functionen von x, und x, sind, dass die Aeqnivalenz 


(11.) (PA U, P*), ns P* Wo, 
besteht, oder, was dasselbe ist, dass die Congruenzen: 
(22°) P’U®’=0 (mod. P"” ( 


erfüllt sind, wo allgemein U") jede der vten Ableitungen von 


(u,...u,) = N(w) nach den Unbestimmten «,, .... #, bedeutet. 
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Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Theilbarkeit einer algebraischen durch “ 
eine rationale Form lassen sich auf lineare Congruenzen zurückführen. E- 
Die am Ende des vorigen Abschnittes gefundenen Bedingungen (11.) 4 


oder (11°) für die Theilbarkeit einer algebraischen Form durch eine homo- 
vene Funetion P°P von x, und x, sind deshalb sehr complieirter Natur, 
weil sie die Auflösung einer grossen Anzahl homogener Congruenzen der 
ersten, zweiten bis »ten Dimension erfordern würden. Es soll nun aber 
vezeigt werden, dass das System (11.) äquivalent ist einem sogenannten 
linearen Divisorensystem 


1.) (Wi War. Wu, P) 


d.h. einem solchen, dessen sämmtliche Formen W,; lineare homogene Fune- 
tionen ihrer Unbestimmten sind; oder, was dasselbe ist, es soll nachge- 
wiesen werden, dass das System der Gongruenzen (11”.) des vorigen Para- 
sraphen ersetzt werden kann durch eine Anzahl homogener linearer Uon- 4 
vruenzen modulo P E 


n 


4) W, = FZa,u=0 (mod. P(z,, ®;)) 
Kal 


t 


Zu diesem Zwecke ist es nöthig, zunächst einige Eigenschaften der linearen 
Modulsysteme anzuführen, welche sich aus ihrer Natur unmittelbar ergeben. 
Betrachtet man ein lineares Modulsystem (1.) oder ein System linearer E 
Uongruenzen (1°), so bleibt das System seiner Lösungen ungeändert, wenn ; 
man die Unbestimmten ,,..., a, in andere #1, ..., «, durch eine Substitution F: 


! 
mE Ep YRR * 


transformirt, deren Determinante |«,| mit P keinen gemeinsamen T'heiler hat; 
denn alsdann entspricht jeder Lösung «,, ..., a, eindeutig eine andere 


n 


! 


Hs 2... 4. Ferner sind die Congruenzen (1°) völlig identisch mit den- 

jenigen, welche man aus ihnen erhält, wenn man irgend eine Form W, dureh 

W-+eW, ersetzt. da beide Systeme offenbar genau dieselben Lösungen 

ergeben, es ist also 

(W,...W....W,, P)ro(W...W-+aW...W.,P). 

Betrachtet man aber die Veränderungen, welche das Üoefficienten- 
system 

a| en 


der m Linearformen W, bei jenen beiden Umformungen erleidet, so er- 


Er; 


ce 

5 
; 
: 
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kennt man, dass die erste einer linearen Verbindung der Vertical-, die letzte 
einer Verbindung der Horizontalreihen entsprieht. Beide sind somit auf 
jenes Üoeffieientensystem anwendbar. Ist dies aber der Fall, so kann 
man *) das lineare Modulsystem durch suecessive 'Transformationen in ein 
anderes von der einfachen Form überführen: 


(2.) Ben BR AP), 
wo allgemein das Product (P,.P,_,...P,_,) der grösste gemeinsame 'T'heiler 


der Form P mit allen Unterdeterminanten der öten Ordnung der aus den 


gebildeten Matrix ist; oder, was dasselbe ist, man kann 


Coefficienten a, 
die Unbestimmten ,, ..., #, durch eine lineare Transformation in andere 
Ur 0.., 4, 80 transformiren, dass das System der Congruenzen (1°) sich aut 


das folgende einfachere redueirt 


(2“,) P,P,_‘... Pu, =0 (mod. P), 
wo die Üoeffiecienten P,,.... P,;, sämmtlich T'heiler von P sind. 


Es werde nun angenommen, dass die Form P(x,.,x,) keine «leiehen 
Factoren enthält; dieser Fall soll im Folgenden stets vorauszesetzt werden: 
sollte P etwa gleiche Faetoren besitzen. so können diese durch Anwendung 
des Euklidischen Verfahrens leicht auf rationalem Wege gefunden und dureh 
einfache Division entfernt werden. Sind dann wieder P,,.... P, die oben 
angegebenen Theiler von ? mit den Unterdeterminanten jener Matrix, und ist 

(2°.) Fe ea 
so sind diese (a+1) Formen alle relativ prim zu einander. 

Betrachtet man dann dasselbe System linearer Congruenzen wie 
vorher, aber nicht mehr modulo P, sondern für jeden einzelnen der »+J 
Theiler von / in (2°.) und ist /, irgend einer derselben, so verwandelt 
sich durch dieselbe Transformation das System (1.) in das folgende ein- 
fachere: 

(2°.) {RR E ATaET AR 
denn in dem Systeme (2.) sind dann die Coeffieienten von «, ..., «, dureh 
P, theilbar, während diejenigen von «,,,. ..., a, zu P;, relativ prim sind; 
die m Congruenzen (1°) für den Modul P, sind demnach dann und nur dann 


*) Die hier anzuwendenden einfachen Umformungen stimmen im Wesentlichen mit 
denjenigen überein, welche Herr Kronecker in seiner Arbeit „Ueber symmetrische Systeme“, 
Monatsberichte der Berliner Akademie vom Jahre 1889, Seite 349 angegeben hat. 
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erfüllt, wenn ,,, ..., #, durch P; theilbar sind, während «,, ..., «,; völlig 
beliebige Werthe haben können. 

Mit Hülfe dieser Eigenschaft der linearen Modulsysteme kann nun 
bewiesen werden, dass auch das im vorigen Abschnitt betrachtete Modul- 
system: 

(3.) (P’.U), P")) 
einem linearen Systeme äquivalent ist, unter der Voraussetzung, dass die 
homogene Form P keine gleichen Factoren enthält, und dass der bis jetzt 


[3 u . . » 1 
unbestimmt gelassene Bruch d ein ganzzahliges Vielfaches von = aber 


höchstens gleich Eins ist. Wir wollen diesen Beweis induetiv führen, in- 
s . a a ah al x—1 ’ 
dem wir annehmen, dass sich die Bedingung (3.) für d = ‚un “e 
n i 
Aequivalenz: 
Z - 

(AN /P r (v) x—1\ x—1 

(4.) € BE 1.5 ua) 5 
auf lineare Congruenzen modulo P redueiren lässt, und dann den Nachweis 


führen, dass dasselbe für d = - ‚d.h. für 
. 
(4°) (P"U”, P)coP* 
der Fall ist. 
Angenommen nun, die Aequivalenz (4.) redueirt sich auf lineare 
Congruenzen modulo P, so kann man, wie oben gezeigt wurde, die Unbe- 
stimmten 2%, ..., a, durch eine lineare Substitution 


ı 


sw a) ! 
(9.) u = Uli, 


deren Determinante je,| zu P relativ prim ist, in neue Unbestimmte 
U, ..., 4, So transformiren, dass sich die Bedingung (4.) auf eine Anzahl 
der einfacheren Aequivalenzen: 


(BaN\ ' ! r DIN D 
D°.) (Yun drei P)JMDP 


\ 4 
redueirt, wo P einen derjenigen Theiler P,, P,, P:, ..., P, bedeutet, in 
welche P in (2’.) zerlegt wurde. isdann kann man aber die Uhnter- 
suchung für einen jeden dieser »-+1 Theiler gesondert weiterführen, da 
ja offenbar eine algebraische Form dann und nur dann durch ein Produet 
theilerfremder  rationaler Formen theilbar ist, wenn dies für jeden seiner 


Faetoren der Fall ist. 
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Wendet man ferner auf die bis jetzt untersuchte Form: 
(6.) vo = un+:-+m,r 


n in 


die lineare Substitution (5.) an, wodurch sie in: 


(6“.) @ == un,+-+tu,n, 
übergehen möge, so entspricht einer jeden Lösung (w,,..., @,), modulo P_be- 


x 


trachtet, eine und nur eine Lösung (w,,..., %,). 


ı 


da jene Substitution modulo 
P umkehrbar ist. Nennt man also: 
Ne) = U’ (m, ..., 4,) 
die Form, in welche U(w,, ..., «,) durch jene lineare Transformation übergeht, 
so ist für einen jeden Werth von d: 
BE EAN, ul), PP), 

eine Aequivalenz, von deren Richtigkeit man sich auch auf rechnendem 
Wege leicht überzeugen kann. Man kann also die linken Seiten der beiden 
Aequivalenzen (4.) und (4°) durch die lineare Substitution (5.) transtormiren, 
d.h. man kann von vorn herein an Stelle der Form (6.) die Form (6”.) auf ihre 
Theilbarkeit untersuchen. 'I'hut man dieses, und wählt man alsdann an Stelle 
des Moduls P irgend einen seiner +1 T'heiler P, so redueirt sich die Bedin- 
sung (4.) auf die einfache Aequivalenz (5%). Durch sie wird aber ausgespro- 
chen, dass jene Bedingung (4.) dann und nur dann erfüllt ist, wenn von den n 


... U 


[Fi 


Grössen %, ..., 4, die letzten »—u durch / theilbar sind, während x‘... 
ganz beliebige Werthe haben können. Nimmt man nun von vorn herein die 
Grössen %, ..., a, auf ihren kleinsten Rest modulo P redueirt an, so sind 
sie nur dann durch P theilbar, wenn sie gleich Null sind. Erwägt man 
also, dass die Aequivalenz (4.) die Bedingungen dafür enthielt, dass die 
2—1 

Form (6°) durch P ” theilbar ist, so lässt sich jetzt die vorher gemachte 
Voraussetzung, dass die Bedingungen (4.) auf lineare Uongruenzen zurück- 
geführt werden können, auch folgendermassen aussprechen: 

Eine ganze algebraische Form @ = «,n,++--+)rj, ist dann und nur 


”—]1 
(A.) dann durch P " theilbar, wenn ihre (a — u) letzten ÜCoefficienten 
gleich Null sind. 
Es ist also jetzt nur noch zu untersuchen, wie die übrig bleibenden Coefh- 
\ 
eienten %,,...,a, zu wählen sind, damit die Form w nicht nur dureh P ” . 
z 


sondern auch durch P” theilbar ist. Die nothwendigen und hinreichenden 


I% 


e) 
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Bedingungen hierfür ergeben sich, wenn man in der Aequivalenz (4°) für 
die Grössen «a, die neuen Unbestimmten «, einführt, und alsdann «4, ..., %, 
gleich Null setzt, d.h. jene Bedingungen sind: 


vr 
(8.) PIRE EEEIIP, 

und es ist jetzt nachzuweisen, dass auch diese Aequivalenz auf lineare Con- 

gruenzen zurückgeführt werden kann. 

Dieser Beweis lässt sieh nun durch ganz ähnliche Ueberlegungen 
führen, wie sie im vorigen Abschnitte zur Vereinfachung der Aequivalenz 
(6.) benutzt wurden. Zu diesem Zwecke beachte man, dass nach dem 
soeben ausgesprochenen Satze (A.) die Form: 


' ! ! ! 
vo = Hr TON 
x—1 


für unbestimmte ®/, ...., vo, durch P ”* theilbar ist. Ist also: 


i 


u ER 
m 25 rre*n Fun 


eine algebraische Form, deren Üoeffieienten der Bedingung (8.) genügen, 
welche also durch P” algebraisch theilbar ist, so gilt dasselbe auch von: 
1 


1 
o+P"w = Z(w+P"v;)n;, 


d.h. die obige Aequivalenz bleibt bestehen, wenn man in ihr allgemein: 
“ — ı 
u: ersetzt durch «-+P”e! 


v ı 


! 


und ®. ..., e, variable Grössen bedeuten lässt. Entwickelt man also die 


dd 


Funetionen des so entstehenden Moduls: 
1 


va 
(ga\ (P " Ua +P”v;), P*) G=1,2%,... u) 


(0%) 


nach Produeten von Potenzen von ®\, .... ®, 


„„ so muss ein jeder der Coef- 
fieienten dureh P* theilbar sein. Diese Entwickelung jener Formen U’ 
lässt sich nun, ähnlich der entsprechenden im vorigen Abschnitte, abgesehen 


von Zahleneoeificienten, folgendermassen schreiben: 


1 I. 
n—) 
pP Bi ! h) n v '(v \ 4 / ' Mn 
Ua P'" v;) — 5 P > U'® rn ser U) On er, 
k ip Km) - 
n A 
Br ‘Don IT) (ar Nm „" 
— 1 >U 4(u,. One, 
yı=v ” 


wo wieder U’0*% jede der Aten Ableitungen der Form U’®’ nach den in 
ihr auftretenden Unbestimmten bedeutet. Der aus den Entwickelungseoef- 





















# 
.“ 
De 
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fieienten von (8°) gebildete Modul, weleher dem in (8.) aufgestellten äqui- 
‚alent ist, wird daher: 
v(#z—]1) v 


REN, 2, ep 


u)» 


Dieses Divisorensystem ist nun offenbar äquivalent dem einfacheren : 


v; 
(P a UrAg, .... u,); ) m=ll,..n). 
da ja alle Elemente des ersten Systems entweder selbst im zweiten vor 
kommen, oder aus ihnen durch Multiplieation mit den positiven Potenzen 


v(#»—1) 
P ” entstehen. Die zu untersuchende Aequivalenz redueirt sich also auf 


die folgende: 


(9.) Tut a et EN 
oder, was dasselbe ist, auf die Congruenzen: 
v| 


(9°.) P*.U"d(a,...,e)=0 (mod. P*) meßh..m,. 


Von den Bedingungen (9°) können nun diejenigen fortgelassen werden, in 


welchen v, =n ist: schreibt man diese nämlich in der Form: 
Ua... )=0 (mod. PN), 


so erkennt man, dass sie von selbst erfüllt sind, weil Ua, .... u.) = N(w 


dA/ 


also auch jede ihrer Ableitungen, nach der Voraussetzung (A.) für unbestimmte 


RER 7 durch P* theilbar ist. Man braucht daher nur diejenigen Con- 
oruenzen weiter zu betrachten, in welchen der Ex nt v P ein ech- 
Sruenz ter zZ i N, 1 r Wxponent : von ein eeh 
ter Bruch ist. Nun sind aber alle Ableitungen U’”) homogene Formen von 


Us 2..,,%,, deren Coefficienten rationale ganze Formen von x, und z, sind. 
Daher kann eine Form U’"», multiplieirt mit der Potenz P” , deren Expo- 
nent ein echter Bruch ist, nur dann durch P* theilbar sein, wenn U’ 
selbst jene Potenz von P enthält: die Congruenzen (9“.) lassen sich also 
dureh die einfacheren ersetzen: 


Tv) far en f »r nr FR 
Ur’a,.,u)=0 (mod. P”) =, 1)... 0-1), 


und die Aequivalenz (9.) geht über in: 
(10.) AOL nei... =), 


uJ 
! 


Die Formen U’®> sind nun sämmtlich homogen in «,, .... @,: nach 
dem bekannten Eulerschen Satze lassen sie sich also sämmtlich homogen 
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und linear dureh die (a—1)ten Ableitungen von U’ darstellen, es ist nämlich, 
abgesehen von einem Zahlenfactor: 


Kvı)f/ t ! 225) < !(n—1) 3 ! ! ! 3 R 
U’ (a,...,%) = ZU Bi, er ; 


n—Vv,- 


daher können in der Aequivalenz (10.) alle Ableitungen von U’ ausser 
den (a—1)ten fortgelassen werden, und hierdurch geht die zu untersuchende 
Aequivalenz in die folgende über: 


(11.) u RE I TE „ei 
Das dieser Aequivalenz entsprechende System von Congruenzen: 
4:33 Ur Ia,.,u)=0 (mod. P) 


besteht nun in der T'hat nur aus linearen Congruenzen modulo P; denn ein- 
mal sind ihre linken Seiten die (a—1)ten Ableitungen von U’(a,,..., %,) 
- N(w), also lineare homogene Formen von ,..., a,, dann aber ist nach 
dem Satze (A.) auf 5. 19 N(w), mithin auch jede ihrer Ableitungen für unbe- 


1 


stimmte #,...,a, bereits durch P*”' theilbar; die obigen Congruenzen re- 


dueiren sich also von selbst auf solche für den Modul P. 
. . » %.o H . ” * 
Da somit die aufgestellte Behauptung für d = bewiesen ist, falls 
[) 
. eo \ %- | . . . W » ”. 
sie für d = als richtig angenommen wird, und da der Satz oftenbar für 


n 
0 


d=0 gilt, weil jede Form mit ganzen Coefficienten «,,..., a, durch P" =] 

) i AR u n 

algebraisch theilbar ist, so besteht derselbe auch für d = ERDE 

) 70 

Berücksichtigt man also die Form (11°), in welcher jene T'heilbarkeitsbe- 

dingungen zuletzt erschienen, so lässt sich das gefundene Resultat in dem 
folgenden wichtigen Satze aussprechen: 

Sind 


71» ee Mn 


ein ‚beliebiges System von » homogenen ganzen algebraischen 
Formen, welche linear unabhängig sind, so ist die algebraische 
Form: 

w = unm-+t'- FUN.» 


dann und nur dann durch eine ganze rationale Form Px,, ;) 
algebraisch theilbar, wenn die Coeffieienten z,, ..., «, den linearen 
Uongruenzen: 
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Urdu... )=0 (mod. P”) 
genügen, wenn also alle (a—1)ten Ableitungen von 
Nw) = Ulm. :..,%,) 
durch P” theilbar sind. 


v1 
Untersuchung der ganzen algebraischen Formen: ihre Darstellung durch ein Fundamentalsystem. 

Mit Hülfe des am Ende des vorigen Abschnittes abgeleiteten Funda- 
mentalsatzes kann man nun ein System von x linear unabhängigen ganzen 
algebraischen Formen ableiten, welches die Eigenschaft besitzt, dass alle 
sanzen algebraischen Formen und nur sie als homogene lineare Funetionen 
von jenen dargestellt werden können, deren Üoveffieienten ganze homogene 
Formen von z, und z, sind. Ein solches System soll ein Fundamental- 
system genannt werden. Mit seiner Hülfe lassen sich die meisten bei der 
Untersuchung der algebraischen Functionen einer Klasse auftretenden Fra- 
gen in sehr einfacher Weise beantworten, wie später an den Hauptproblemen 
der T'heorie der algebraischen Integrale näher dargelegt werden soll. 

Wir gehen aus von irgend einem System linear unabhängiger ganzer 
algebraischer Formen 

(1.) A EN Sr 


welche in Bezug auf (z,,2,,7) homogen und zwar von den Dimensionen 


Vi, Vs, . . .. V 


sein sollen. Diese seien so angeordnet, dass: 


(1°) zn 2-2», md v,=0 


ist. Diesen Bedingungen wird z. B. genügt, wenn man wie vorher: 


(I’N\ ee vr 
eu ag 


annimmt. Dann ist nach dem soeben bewiesenen Satze eine ganze alge- 


-— 
€ 


braische Form 


vo = un+t'+uw,r 


I n in 
dann und nur dann dureh eine rationale ganze Form P(x,,x,) ohne gleicht 
Factoren algebraisch theilbar, wenn ihre Coeffieienten ,;.... #, den linearen 
Congruenzen: 
O"I(N(w)) i i 
(2.) w)) = U" (a,.,)=0 (mod. P") 


Ou, Ou,,...OUu,,_, 


genügen. Betrachtet man diese Uongruenzen zunächst nur für den Modul P, 
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so folgt aus ihnen: 
(3.) Du,=0 (mod.P), 

wo D den grössten gemeinsamen Theiler aller derjenigen Determinanten zter 
Ordnung bedeutet, welche aus dem Üoeffiecientensystem der Linearformen 
U") vebildet werden können, und diese nothwendigen Bedingungen (3.) 
lehren, dass eine algebraische Form ®» nur dann durch eine rationale Form 
P theilbar sein kann, ohne dass alle Coefficienten selbst ? enthalten, wenn 
P ein Theiler von D(x,, ©,) ist; diese und nur diese Formen sind somit 
noch weiter zu untersuchen. 

Es sei nun P irgend ein Thheiler der rationalen Form D, oder gleich 
das Produet aller verschiedenen Faetoren von D, so kann man durch eine 
lineare 'l’ransformation, deren Determinante zu P theilerfremd ist, die Unbe- 
stimmten %.,...,%, in andere , ..., a, so transformiren, dass die linearen 


Uongruenzen für den Modul P 
(4.) UT, Wu) =E0 (mod. P) 


dann und nur dann befriedigt werden können, wenn: 


' - 


6.) hun mem =0 (mod.P) 
ist, während #,, ..., 2, beliebige Werthe haben; die Form P bedeutet dann 
jeden der a-+-1 'T'heiler von P, in welche diese Form in (2’.) des vorigen 
Abschnittes zerlegt wurde. Untersucht man also zunächst die Form w in 
bee) 
Bezur auf P, und setzt man die Formen «,...., «, bereits als auf ihren klein- 
oO ’ 1) ) ı 
sten hest modulo P redueirt voraus, SO müssen 4,41, +, %, gleich Null sein. 
Geht demnach durch die angegebene "Transformation die Form w über in: 
! ! ! ! 
w= Um-'"- FU Ns 
so sind die nothwendigen Bedingungen (4.) für die T'heilbarkeit von » durch P 
durch die Form: 
vo = mwmt tun, 
für unbestimmte «,,..., a, erfüllt und nur durch sie. 
Bildet man jetzt alle (a—1)ten Ableitungen von 
N(w') = U’(m,...,%,), 
so sind diese, da sie einen T’'heil der Formen (4.) ausmachen, für unbe- 


! 


stimmte %,...., @, bereits durch P theilbar; das System der Uongruenzen mo- 


dulo P° 


Urdu, )=0 (mod. P?) 
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redueirt sich also thatsächlich auf ein solches modulo P und kann wieder- 
um in der soeben angegebenen Weise behandelt werden. 

Durch Fortsetzung desselben Verfahrens gelangt man schliesslich 
auf rationalem Wege durch blosse Auflösung einer Anzahl von linearen 
Congruenzen oder, was dasselbe ist, von linearen Gleichungen, für einen 
jeden Theiler P’ von P zu einem Systeme von linear unabhängigen homo- 
genen algebraischen Formen: 

(6.) AN ee A 
welche sämmtlich durch P'(z,, x,) algebraisch theilbar sind, und dureh welche 
sich jede andere P’ enthaltende Form homogen und linear ausdrücken lässt. 

Diese m algebraischen Formen sind durch das der Untersuchung zu 
Grunde gelegte System 77,,...,2,„ In (1.) homogen und linear mit ganzen 
Coeffieienten darstellbar; es sei nun 


UP?) ! 2 ® f 
(6 5 ’ — Ze );,N, (i ), 


\ ‚ı 


dann ist jeder der Coefficienten /,, eine homogene ganze Form von (z,, @; 


deren Dimension diejenige des betreffenden 7, zu der Dimension v; von 7 


4 


ergänzt; die Dimensionen der Coeffieienten Pu. Pas +», 2, einer belie- 
bigen Zeile bilden also nach (1°) eine Reihe von ganzen Zahlen, deren jede 
gleich oder grösser als die vorhergehende ist. 

Mit Hülfe der m Formen (6.) soll nun aus dem ursprünglichen 
Systeme (1.) von a» unabhängigen Formen ein anderes abgeleitet werden, 
dessen Formen von möglichst niedriger Dimension sind. Die m Formen (6. 
behalten offenbar alle vorher angegebenen Eigenschaften, wenn man jede mit 


irgend einer zu P theilerfremden ganzen Form multiplieirt, oder auch, falls 


dies ausführbar ist, dividirt, wenn man ferner allgemein 7, durch ,— On, er- 
setzt, wo Q eine beliebige. ganze rationale Form bedeutet, und wenn man 
endlich einen jeden Coefficienten auf seinen kleinsten Rest modulo P’ redu- 
eirt. Betrachtet man nun die Veränderungen, welche durch diese Trans- 
formationen bei dem Üoeffieientensysteme 


) A} > 
Ps [?12» 00 (In 
> A) 
(7.) I Pas Par “ir. Pins 
\ [2 
) .) ) 
Pas [?m2 ; I j ’ mn 





a, 


der Gleichungen (6°) bewirkt werden, so entspricht die erste einer Multi- 
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plieation, beziehlich einer Division der Elemente einer Horizontalreihe mit 
einer zu P’ theilerfremden rationalen ganzen Form, die zweite einer linearen 
homogenen Verbindung zweier Horizontalreihen, und die dritte endlich besagt, 
dass die Coefficienten nur modulo P’ betrachtet zu werden brauchen. 

Öfienbar kann man nun die rationale Form P’(x,,x,) gleich in dem 
Sinne als irreduetibel voraussetzen, dass sie in einer beliebig gegebenen 
"orm des Üoeffieientensystems (7.) entweder ganz enthalten, oder zu ihr rela- 
tiv prim ist. Sollte dies nämlich für irgend eine der Formen /,, etwa nicht 
der Fall sein, so kann man ja durch das Euklidische Verfahren P’' auf 
rationalem Wege in zwei Factoren zerlegen, von denen jeder die verlangte 
Kigenschaft hat, und für jeden von ihnen die weitere Untersuchung geson- 
dert führen. Es sei nun die Form P’ von der ten Dimension, und zwar 
werde zuerst angenommen, dass sie nicht gleich ©, ist. Betrachtet man 
jetzt in dem Systeme (7.) die Elemente der ersten, zweiten, ... Vertical- 
reihe, so muss man schliesslich zu einer Reihe gelangen, in welcher min- 
destens ein Element zu P’ relativ prim ist. Sollten in derselben Colonne 
noch andere Formen vorhanden sein, welche dieselbe Eigenschaft besitzen, 
so kann man die Horizontalreihen in der Weise linear und homogen mit 
einander verbinden, dass in dem neuen äquivalenten System eine und nur 
eine Form dieser Vertiealreihe zu P’ theilerfremd ist, während alle anderen 
P (x,, x,) als Factor enthalten, und daher fortgelassen werden können. Macht 
man nun diese Horizontalreihe zur ersten und behandelt die übrig blei- 
benden heihen in derselben Weise, so erhält man zuletzt ein Üovefficienten- 
system, dessen Horizontalreihen mit Formen 


” 


Pi, Pr, a 2 7 Pin 
anfangen, die zu P’ relativ prim sind, und das aus dem Grunde ein Diago- 
»alsystem genannt werden kann, weil die unter dem Anfangsgliede /, einer 
jeden Zeile stehenden Elemente derselben Colonne sämmtlich gleich Null sind. 
Hierauf multiplieire man die Hlorizontalreihen dieses Diagonalsystems 
beziehlich mit anderen Formen: 


2 MM} A] 
Pıs [?2 . u .. m» 


welche so gewählt sind, dass allgemein 
5, 
BP; = © (mod. P) 


ist; dadurch erhält man ein neues System, dessen Horizontalreihen bezieh- 


lieh mit 


) } Ö 
I, ’ 2, . ” . 2 
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anfangen; die späteren Elemente einer jeden Horizontalreihe sind dann nach 
der oben bei (6°) gemachten Bemerkung von höherer oder von gleicher 
Dimension als ihre Anfangsglieder. Redueirt man nun alle Formen dieses 
Systems modulo P’ auf ihren kleinsten Rest, so sind sie in =, höchstens 
vom Grade 4—1, während ihre Dimensionen in (z,,2,) mindestens gleich 
der ihrer Anfangsglieder, d. h. beziehlich gleich 

Ö,. ei; u 4 


sind. Es tritt demnach aus allen Elementen der öten Horizontalreihe eine 
Potenz von x, als gemeinsamer Factor heraus, deren Exponent mindestens 
gleich 
d;— (4 —1) 
ist; dividirtt man also alle Elemente einer und derselben Horizontal- 
reihe durch die ihnen gemeinsame Potenz von z,, so verwandelt sich 
das obige Diagonalsystem in ein äquivalentes, dessen Reihen jetzt be- 
ziehlich mit den Potenzen 
(8.) a >. 


anfangen, deren Exponenten aber jetzt sämmtlich kleiner als die Dimen- 
sion 4 der Form P’ sind. 
Es seien nun 


AK | ’ # 2 
(9.) is N, . . .. Fi 


die m unabhängigen durch P’ theilbaren Formen, welche diesem transfor- 
mirten Coefficientensysteme entsprechen, so sind sie mit den Formen (1.) 


durch m lineare Gleichungen von der folgenden einfachen Form verbunden: 





rn €, r { } 
—— Du 7) „Ar ) I ser re — „Ay 7 
ı = IN, +7 0+1,100,+1 71 "/nı ns 
[2 Ba 1 i 
-— ’ in ern e 4A 
2 Em - 
Nm == I) No + u ie 1 nn Mn 


Drückt man nun vermöge dieser Gleichungen die Elemente: 
a u + 
durch die m algebraisch ganzen Formen: 
n" 7. Min 
ER A N 
aus, während die übrigen Formen des ursprünglichen Systems (1.) unge- 
4* 
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ändert bleiben, so erhält man ein neues System 


/10\ * = 

(10.) "is Na, . . .. N, 
von n linear unabhängigen ganzen algebraischen Formen; dieses geht aus 
dem ursprünglichen Systeme durch eine lineare Substitution hervor, deren 
Determinante offenbar den Werth 


Eitest te 


(11. 2: 


p' (z, y 


int 


besitzt, während ihre Substitutionseoefficienten homogene gebrochene Formen 
von (z2,,2,) mit dem gemeinsamen Nenner P'(z,, x,) sind. Untersucht man 
also die Formen (10.) in derselben Weise wie das System (1.), so erkennt 
man leicht, dass bei ihnen ausser den vorher gefundenen Formen P’(x,, &;) 
höchstens noch x, als Nenner auftreten kann. 

Dureh Fortsetzung dieser kKeduetionen gelangt man nun schliesslich 
zu eimem System von unabhängigen ganzen Formen, bei welchem über- 
haupt kein Nenner P(x,, 2,) mehr auftreten kann. Die Richtigkeit dieser 
Behauptung erkennt man leicht, wenn man die Gesammtdimension des ur- 
sprünglichen mit derjenigen des transformirten Systems (10.) vergleicht. 
Nach (1".) und (9°) sind diese nämlich beziehlich gleich: 


N n m 


Ev, und Iv— N(i—e), 

l 1 l 

d.h. durch eine jede solche Transformation wird die Gesammtdimension 
um eine positive ganze Zahl, und zwar mindestens um m Einheiten er- 
niedrigt; da nun die betrachteten Formen sämmtlich algebraisch ganz 
sind, so muss ihre Gesammtdimension eine ganze, nicht negative Zahl 
bleiben: nach einer endlichen Anzahl von 'I’ransformationen gelangt man so- 
mit zu einem Systeme, für welches bei keinem der überhaupt in Betracht 
kommenden Nenner P'(z,, x,) eine Reduetion eintritt, für welches also die 
Congruenzen (2.) überhaupt gar keine gemeinsamen Lösungen besitzen; 
es könnte nun noch die vorher ausgeschlossene Form x, als Nenner 
auftreten. 

Um endlieh auch diesen letzten Nenner fortzuschaffen, verfahre man 
genau wie früher, nur tritt in den Gleichungen (9) x, an Stelle von ©, auf, 
während die Exponenten &, &, ..., &, sämmtlich gleich Null sind, da hier 
(die Dimension 4 von x, den Werth Eins hat. Nach Ausführung dieser 


N 


TE r 
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Reduetionen, deren Determinanten nach (11.) gleich 
1 


Mm 
2" 


sind, können also überhaupt gar keine weiteren Nenner auftreten; die auf 
gestellte Behauptung ist somit bewiesen. 
Durch dieses Verfahren gelangt man also von einem beliebig 


VPrÜUP- 
est 


benen System 


N N + An 


von rn linear unabhängigen ganzen algebraischen Formen auf rationalem 
Wege, nämlich durch blosse Auflösung linearer Gleichungen, zu einem an- 
deren Systeme unabhängiger homogener Formen: 


<a 


- \ 
f 
-|+ =) - . .. 19 


welches die wichtige Eigenschaft besitzt, dass alle ganzen algebraischen 


homogenen Formen und nur sie eindeutig in der Form: 


oo 


vo = u ++: -+% 


u 7 Ge i n 


mit homogenen ganzen Formen von x, und x, als Üveffieienten dargestellt 


UV 


werden können; dieses System soll ein Fundamentalsystem für die betrach- 
tete Gattung & von algebraischen Formen genannt werden. 
Es seien nun 
ae u 
die Dimensionen von 


. = . 


{ { 
„1% m )# . . .. nn ® 


und zwar sollen diese Formen wieder so geordnet angenommen werden, dass: 
nohze > u md u =0 
ist: ferner sei: 


N = 2, 
l 


die Gesammtdimension des Fundamentalsystems, so ist N eine ganze posi- 
tive Zahl, welche sicher gleich oder grösser als »—1 ist, da anderenfalls 
mindestens noch Z,_, von der nullten Dimension, also eine Constante sein 
müsste, was unmöglich ist, da Z,_, und Z, linear unabhängig sind. Setzt 


man nun 
N = p+n-—1, 
so nennt man die ganze, nicht negative Zahl 
p= N—-(in-]) 
das Geschlecht der Gattung ©, welche durch die ursprüngliche Gleichung 


nie r [(y; €) = UV 
definirt ist. 
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Untersuchung der algebraischen Formen für eine ganze rationale Form als Modul. Ihre Darstellung 
durch ein Fundamentalsystem. 


Auch die modulo P(z,, x,) ganzen algebraischen Formen können 
durch ein Fundamentalsystem dargestellt werden, und die Lösung dieser 
Aufgabe ist es, welche z. B. für die Zerlegung der algebraischen Grössen 
in ihre Primfaetoren einzig und allein erforderlich ist. Die Aufstellung 
eines solchen Systems ist viel einfacher als die im vorigen Abschnitte 
durchgeführte, da es sich hier eben nur um die Untersuchung der Formen 
modulo P handelt. 

Unter einem Fundamentalsystem für den Modul P verstehe ich ein 
System von » algebraischen Formen $;,,..., $,, welche, modulo P betrach- 
tet, algebraisch ganz und linear unabhängig sind, d.h. zwischen denen eine 
homogene lineare Uongruenz: 


[ 


[£) vo = umSıt tus, 0 (mod. P) 


dann und nur dann besteht, wenn alle Coeffieienten durch P theilbar sind. 
Aus dieser Definition ergiebt sich unmittelbar, dass das vorher betrachtete 
absolute Fundamentalsystem 

(2.) E 


auch für jeden Modul P(x,,x,) ein solches ist, und ferner, dass jedes Funda- 
mentalsystem aus irgend einem, etwa dem Systeme (2.) durch eine lineare 
Substitution 


Bu < 
(3,\ ik >k 3 
\J.) 


£, => ZA,S, 

hervoreeht. deren Coeffieienten. modulo P betrachtet, eanze rationale For- 
<> ) I 

men. und deren Determinante lex 


In 





zu P relativ prim ist; denn allein eine 
solche Substitution ist, modulo P betrachtet, umkehrbar. 

Ist endlich $,,...., 5, ein Fundamentalsystem für die Form P, so ergiebt 
sich aus der Darstellung (3.) der wichtige Satz, dass jede modulo P ganze 
Form » auf eine und nur auf eine Weise durch die Elemente desselben 
homogen und linear so dargestellt werden kann, dass die Coefficienten 
rationale homogene Formen von (z,,2;,) sind, deren Nenner mit P keinen 
semeinsamen T'heiler haben. 

Um nun von dem ursprünglichen Systeme 

(4.) N"; , Eu / 1 


in (1’.) des vorigen Paragraphen zu einem Fundamentalsystem für eine be- 





* 
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liebige Form P ohne gleiche Factoren zu gelangen, braucht man nur alle 
linear unabhängigen Formen 
n—1 ı 


o. = 6_,N 


3 +Un+U, 
aufzusuchen, welche durch P algebraisch theilbar sind, eine Aufgabe, welch: 
durch die Betrachtung der linearen Congruenzen (2.) des vorigen Abschnitts 
bereits gelöst wurde. Aus der dort gefundenen nothwendigen Bedingung 
(3.) ergiebt sich dann unmittelbar der Satz: 
Das System (4.) ist für alle diejenigen Formen P ein Fundamental: 
system, welche zu D(x,,x,) relativ prim sind. Es sind also nuı 
noch für die Theiler dieser Form Fundamentalsysteme aufzustellen. 
Ist nun P ein Theiler, von D, so seien wie vorher 


(9.) a‘ ) 


\ 12» * ” .. Im 


alle linear unabhängigen Formen, welche noch durch P algebraisch theil- 


bar sind. Dann kann man die Gleichungen: . 
Be ug, n—a—1 
N; — IT ne 


vermöge deren diese durch das System (4.) ausgedrückt werden, benutzen. 
um m der Formen (4.) durch die modulo P ganzen Formen : 

2 Mi 

Er Nee 5 
und die übrigen Potenzen von n darzustellen. Untersucht man das so ent 
stehende neue System in derselben Weise weiter, so gelangt man nach eine: 
endlichen Zahl von 'Transformationen zu dem gesuchten Fundamentalsystem 
modulo P. 


VII. 
Die algebraischen Formen erster Gattung. 

Den ganzen algebraischen Formen am nächsten steht eine Klasse 
von gebrochenen Formen, deren Untersuchung für die Anwendungen deı 
Theorie der algebraischen Funetionen von. grundlegender Bedeutung ist. 
Man wird zu ihnen dureh die folgende Ueberlegung geführt. 


Ist w zunächst eine beliebige ganze algebraische und P(r,, z;, 


.2) 


irgend 
eine rationale ganze homogene Form, so ist das Produet 


(1.) s = Pvw 
durch P algebraisch theilbar. Bildet man also die Gleichung 
(2.) 2"+B,3""+B,3”""+---+B, —. ), 


der 3 genügt, so ist allgemein der Coeffieient B, durch P' theilbar; diesen 
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Bedingungen wird für eine jede Form P offenbar dann und nur dann ge- 
nügt, wenn w eine ganze algebraische Form ist, d. h. sie ist für die ganzen 
algebraischen Formen charakteristisch. 

Legt man jetzt der algebraischen Form » die allgemeinere Bedin- 
ung auf, dass das Produet z= Pw für jedes P nieht mehr durch P selbst, 
wohl aber durch eine gebrochene positive Potenz P? dieser Form theilbar 
ist, deren Exponent beliebig Klein sein kann, so gelangt man zu einem 
weiteren (sebiete algebraischer Formen, welches die ganzen Formen offen- 
bar mit umfasst. Es sollen diese im Hinblick auf eine spätere Anwendung 
„Formen erster Gattung“ genannt werden. Die gemeinsame ceharakteristische 
Kigenschaft der ganzen Formen und der Formen erster Gattung w lässt 
sich auch so aussprechen, dass das Product s3—= Pw für eine jede Nullstelle 
der beliebig gewählten Form P(zx,,x,) stets verschwindet; ist aber w alge- 
braisch ganz, so muss jenes Produet dureh P algebraisch theilbar sein, wäh- 
rend dieses bei der zweiten Klasse von algebraischen Formen nicht für jedes 
P der Fall zu sein braucht. 

Um nun alle algebraischen Formen erster Gattung wirklich zu fin- 
den, wollen wir ihre charakteristische Eigenschaft in einer für die Rech- 
nung bequemeren Form angeben. Nach der oben gegebenen Definition so- 
wie nach (D.) des vierten Abschnittes ist » dann und nur dann eine Form 
erster (rattung, wenn die Uoefficienten B,, B;, ..., DB, der Gleichung (2.) 
für 3= Pw so beschaffen sind, dass allgemein: 

(3., B;=0 (mod. P') 
ist, falls Öd eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet. Da nun die Formen 
B, in (z,,,) rational sind, so kann diesen Bedingungen, falls ? keine 
gleichen Factoren besitzt, nicht genügt werden, wenn nicht mindestens 
8") B;=0 (mod.P) 


ist. Dies ist aber andererseits die nothwendige und hinreichende Bedingung 
1 


dafür, dass s durch P” theilbär ist, wie man leicht erkennt, wenn man in 
3.) 0 = - annimmt. Mit Rücksicht hierauf lässt sich die Definition der 
algebraischen Formen erster Gattung auch so aussprechen: 
Kine algebraische Form « ist dann und nur dann von der ersten 
(rattung, wenn ihr Produet mit irgend einer rationalen Form P(x,, 2;) 
1 
ohne gleiche Faetoren mindestens dureh P” theilbar ist. 
Auf Grund dieser charakteristischen Eigenschaft der Formen erster Gattung 
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ist es nun leicht, alle diese Formen zu finden. Zu diesem Zwecke braucht 
man nur alle diejenigen ganzen algebraischen Formen 


s = mot tuG, 
1 
aufzusuchen, welche durch P” theilbar sind, ohne dass ihre Coeffiecienten 


1 
simmtlich P enthalten. Damit aber z durch P” theilbar ist, ist das Bestehen 
der linearen Congruenzen: 


IN -1] (z 
(4) E 


0 (mod. P 

nothwendig und hinreichend, wie sich aus (29.) des fünften Abschnittes er- 
giebt, wenn man dort z=1 setzt. Die vollständige Auflösung dieses Con- 
gruenzensystems ergiebt somit alle Formen erster Gattung. 


Indessen gelangt man zu demselben Resultat viel einfacher ver- 


mittelst der folgenden Ueberlegung: Ist A 


1 
eine Form. welche durch P” theilbar ist. und bedeutet: 


Ce . “. 


w an Hart rt 


eine ganze algebraische Form mit unbestimmten Coeffieienten, so ist offen- 
bar auch: 
EN FT IB. ;. 7 
I.) zZ ar ZU =. wg u n,t Pi) 


für unbestimmte v®,, ..., v, durch P” theilbar. Bildet man also die Gleichung, 


der Z für unbestimmte e,, .... ©, genügt, so müssen ihre Üoefficienten 
sämmtlich durch P theilbar sein. Man kann nun diese grosse Anzahl von 
Bedingungen durch die eine ersetzen, dass nur der erste dieser Coeificienten, 
oder, was dasselbe ist, dass die Summe der » zu Z conjugirten Formen 
durch P theilbar sein, d. h. dass die Congruenz: 


(6.) S(zw)=0 (mod.P) 


\ 


für unbestimmte ®,...., ®, bestehen muss, wenn allgemein S(w) die Summe 

der zu einer algebraischen Form «» conjugirten Formen bedeutet. Diese 

3edingung ist nothwendig, weil sie einen Theil der soeben ausgesprochenen 

bildet; ist sie ferner erfüllt, und setzt man an Stelle der Form w beziehlich: 
(1.) we re a, 
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so gehen aus ihr die folgenden » Congruenzen hervor: 


s, = Sl) =(, 
(8.) iö 2 e pr (mod. P), 
= SF) =N0, 





WO $1, 83, +++, 8, Offenbar nichts anderes als die » ersten Newtonschen Potenz- 
summen der algebraischen Form z sind. Ist also die Bedingung (6.) er- 
füllt, so sind auch 

Fe eg 
durch P theilbar. Erinnert man sich aber der Formeln, vermittelst deren 
jene Potenzsummen mit den Üoeffieienten 


a TE 


der Gleiehung für z zusammenhängen, so ergiebt sich unmittelbar, dass 
alsdann auch alle jene Gleichungscoeffieienten P enthalten, .d. h. dass 3 durch 


1 


Dn 
! 


N 


algebraisch theilbar ist. Es ergiebt sich also das folgende Resultat: 
1 
Eine algebraische Form z ist dann und nur dann durch P” alge- 


braisch theilbar, wenn die rationale Form: 
S(z.w)=0 (mod.P) 
ist, wo 
wo = v6ı,++%6, 
eine Form mit völlig unbestimmten Coefficienten bedeutet, und 
allgemein S(wa) die Summe der zu der algebraischen Form x con- 
jugirten Formen, oder also den Coeffieienten des zweithöchsten 
Gliedes in der Gleichung für « bedeutet. 
Die linke Seite der Congruenz (6.) lässt sich nun folgendermassen 
schreiben: 
S(ws) = SELon, LE) = ZXom.S(Ch,). 
Setzt man also: 
S(£..C,) = dus 
wo die a, dann ganze homogene Formen von (2,,2,) Sind, so geht jene 
Bedingung über in die folgende: 
(9.) Za,vu,=0 (mod.P), 


und diese vertritt, da sie für unbestimmte ®,, ..., v, erfüllt sein muss, die 
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VL EN 
0 = BR a Ka 








HE BEREITET Mer 
’ R bean u ren 2 Rn 
Eh ei ng a ne 





Hensel, Theorie der algebraischen Functionen einer Veränderlichen. 


Stelle der folgenden » linearen Congruenzen: 

(10.) Za,u,=0 (mod.P). 
Die » linearen Formen (10.) sind nun von einander unabhän 
Determinante 


eig, d.h. ihre 


1 = la. 


Wie! 


ist nicht gleich Null. Wäre dies nämlich der Fall, so könnten die Linear- 
formen (10.) durch nicht sämmtlich verschwindende Werthe von , ..., u, 
zu Null gemacht werden, d. h. man könnte eine aleebraische Form 
3=u&+-+w,S, finden, deren Coeffieienten nieht alle sleich Null sind, 


und für welche die Gleichung 
S(zw) = 0 


für unbestimmte v,, ..., v, erfüllt ist. Macht man dann aber wieder für w 
die Substitutionen (7.), so ergiebt sich wie oben, dass die Newtonschen 
Potenzsummen, also auch sämmtliche Coeffieienten der Gleichung für z 
gleich Null sein müssten, was nicht möglich ist, da die Form z selbst von 
Null verschieden ist. 
Dureh Auflösung der Congruenzen (10.) ergiebt sieh nun: 
Au, =0 (mod.P), 


24 


d. h. jenen Bedingungen kann dann und nur dann durch Formen «,. ..., =, 
genügt werden, welche nicht sämmtlich dureh P theilbar sind, wenn P in 
4 enthalten ist. Man braucht daher jene Congruenzen nur für den grössten 
Theiler ? der Determinante .7 als Modul zu betrachten, welcher selbst 
keine gleichen Factoren besitzt. Die so sich ergebenden Congruenzen 
lassen sich als Gleichungen offenbar folgendermassen schreiben: 

(10°.) 0m = Pu G=h2..n), 


P ı 
WEenn %, ..., a, beliebige ganze Formen bedeuten. Ist also allgemein: 
04 


a1) A = 


sind also die Formen A, die Elemente des zu dem Systeme |a,,! reciproken 


Fir 


Systems, so ergiebt sich die folgende Auflösung der Gleichungen (10°.): 


0... FAR 


„S, ein, 


Setzt man endlich diese Werthe von #,, ..., z, in die Form z = Iu,Z 


% 
«) 
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so gehen aus ihr die folgenden » Congruenzen hervor: 
s, = Sl) =(, 


2 ar i 
(8, . = 8@)=0,| (mod. P), 





= IS) =, 
WO 8, 85, »., 8, Offenbar nichts anderes als die » ersten Newtonschen Potenz- 
summen der algebraischen Form z sind. Ist also die Bedingung (6.) er- 


füllt. so sind aueh 
u u er 


durch P theilbar. Erinnert man sich aber der Formeln, vermittelst deren 
jene Potenzsummen mit den Üoeffieienten 


a TER 


der Gleichung für z zusammenhängen, so ergiebt sich unmittelbar, dass 


n 


alsdann auch alle jene Gleichungseoeffieienten P enthalten, .d. h. dass 3 durch 
1 


P" algebraisch theilbar ist. Es ergiebt sich also das folgende Resultat: 
1 


Eine algebraische Form z ist dann und nur dann durch P” alge- 
braisch theilbar, wenn die rationale Form: 


S(z.0w)=0 (mod.P) 
ist, wo 
wo = v16,+-+0,6, 
eine Form mit völlig unbestimmten Üoefficienten bedeutet, und 
allgemein S(«a) die Summe der zu der algebraischen Form « con- 
jugirten Formen, oder also den Üoeffieienten des zweithöchsten 
Gliedes in der Gleichung für « bedeutet. 
Die linke Seite der Congruenz (6.) lässt sich nun folgendermassen 
schreiben: 
S(03) = S(EZom,6L,)= ZEom,.SCh.) 
Setzt man also: 
S(£..C,) = ds 
wo die a, dann ganze homogene Formen von (z,,&,) sind, so geht jene 


Bedingung über in die folgende: 
(9.) Za,v,u,=0 (mod.P), 
und diese vertritt, da sie für unbestimmte »,, 


.., vd, erfüllt sein muss, die 
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Stelle der folgenden » linearen Congruenzen: 
(10.) Za,u, =0 (mod. P),. 


Die » linearen Formen (10.) sind nun von einander unabhängig, d.h. ihre 
Determinante 
A 2 la | 


ist nicht gleich Nuil. Wäre dies nämlich der Fall, so könnten die Linear- 
formen (10.) durch nicht sämmtlich verschwindende Werthe von ı,, .... «, 
zu Null gemacht werden, d. h. man könnte eine algebraische Form 
3 = a6 +:-+u,S, finden, deren Coeffieienten nieht alle zleieh Null sind. 
und für welche die Gleichung 


S(zw) = 0 


für unbestimmte v,, ..., o, erfüllt ist. Macht man dann aber wieder für w 
die Substitutionen (7.), so ergiebt sich wie oben, dass die Newtonschen 
Potenzsummen, also auch sämmtliche Coeffiecienten der Gleichung für z 
gleich Null sein müssten, was nicht möglich ist, da die Form z selbst von 
Null verschieden ist. 

Durch Auflösung der Congruenzen (10.) ergiebt sich nun: 


Au,=0 (mod.P), 


# 


d. h. jenen Bedingungen kann dann und nur dann dureh Formen «,. ..., «, 
genügt werden, welche nieht sämmtlich durch P theilbar sind, wenn P in 
4A enthalten ist. Man braucht daher jene Congruenzen nur für den grössten 
Theiler ? der Determinante 7 als Modul zu betrachten, welcher selbst 
keine gleichen Factoren besitzt. Die so sich ergebenden Congruenzen 
lassen sich als Gleichungen offenbar folgendermassen schreiben: 


(10”.) Eee G=1,2..0), 


% 
wenn 2%, ..., %, beliebige ganze Formen bedeuten. Ist also allgemein; 
04 


(11.) A e - | 


sind also die Formen A, die Elemente des zu dem Systeme |a,,| reciproken 
Systems, so ergiebt sich die folgende Auflösung der Gleichungen (10°): 
u, FEAR 


Setzt man endlich diese Werthe von z,. ..., #, in die Form s = Fu, 


1?’ 
,„ ein, 


5H* 
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so möge diese übergehen in: 

s=- P ZZA.S.n = P:ZuL, 
wo also die neu eingeführten algebraischen Formen £&, ..., &, mit dem 
Fundamentalsystem &,, ..., £, durch die folgenden Gleichungen zusammen- 
hängen: 


(12.) AP 7 ee A ER OR | 
+ ı 








Hieraus ergiebt sich also, dass eine Form » dann und nur dann von der i 
ersten Gattung ist, wenn s= Po sich so auf die Form: E 
Pw = PZu£. 

bringen lässt, dass die Coefficienten a, ganze Formen von (z,,%,) sind. _ 
Die Lösung der in diesem Abschnitt gestellten Aufgabe kann hiernach in 4 
dem folgenden Fundamentalsatze ausgesprochen werden: “ 
Alle Formen erster Gattung und nur sie lassen sich homogen und E 
linear durch die a homogenen Functionen k 
(13.) ct A s 
mit ganzen Formefi von (z,,x,) als Coefficienten darstellen; jene ; 

» Funetionen bilden also für die Formen erster Gattung ein Funda- 

mentalsystem. 

Für eine gleich zu gebende Anwendung ist es von Wichtigkeit, die | 
Dimensionen 2 
rn a & 
der » Formen {&, & ..., £, zu bestimmen. Dies geschieht leicht mittels : 
der folgenden Ueberlegung: Es seien 5 
w = mot +uL,, n 
vo = watt, E 
zwei Formen, deren Coeffieienten die beiden Fundamentalsysteme für die 4 
ganzen Formen und für die Formen erster Gattung sind. Mit Hülfe der . 


Fi 
’ 


Gleichungen (12.) kann man deren Produet folgendermassen schreiben: “ 


vw = Zun,.6;6, = Zum Aus 
ik I,K, 
berechnet man also die Form S(ww), so ergiebt sich: E 
S(ww)= Iuu, Aua, = Zuulda, 
I, Kl 


wo 0d,, wieder den Werth Eins oder Null hat, je nachdem die Indices 
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sleich oder verschieden sind. Es besteht also die wichtige Gleichung: 
(14.) S(ww) = wm ++ +u,u,. 


Es seien nun die Formen » und » beide von der nullten Dimension: danı 
sind die Coeffieienten 


u, ee u und d,, we 4 u, 


n 


homogene Formen von (x,, &,), deren Dimensionen beziehlich gleich 


! 


U, U, :.. —U, und a 


sind, dann ist die linke und damit auch die rechte Seite der Gleichung 
(14.) eine rationale Form von der nullten Dimension. Ersetzt man also in 
dieser Gleichung (x,,2;) durch (tx,, tx,), so bleibt ihre rechte Seite unge- 
ändert; es ergiebt sich somit 


! 


ge Hu.) . TE 


PN 
—IU U n | 
t Cu Yya-t-- 1- u... 467 TU, Uns 


und diese Bedingung ist für unbestimmte «, und a, dann und nur dann er- 
füllt, wenn allgemein 


ist. 
Sind also die Elemente eines absoluten Fundamentalsystems 


beziehlich von den Dimensionen 

iu, Me u 5 B.; 
so sind die Dimensionen der entsprechenden Elemente des Funda- 
mentalsystems für die Formen erster Gattung beziehlich 


nr. U,, Be Us, . D .. — U 


n® 


IX. 


Die algebraischen Integrale, insbesondere die Integrale erster Gattung. 
Eine wichtige Anwendung der hier gefundenen Resultate bildet die 
be) > bee) 
Untersuchung der algebraischen Differentiale und Integrale. Es sei: 
/ u 
(1.) [y: T) UV 


die in (1.) des zweiten Abschnittes betrachtete algebraische Gleichung 


zwischen y und x. Betrachtet man nun ein beliebiges algebraisches Integral 


(2.) If y(z, y)dr, 


« 
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und macht man dasselbe wieder durch die oben angegebenen Substitutionen: 


(3.) | rT = ai . = 5 
\ / iM J A,(®,, %,) 


homogen, so geht es über in 


(4) I = (olanaun) 


x,dxr, —z, de, 


x? ’ 


> 
- 


wo g(2,,2,n) eine homogene algebraische Form der nullten Dimension 
ist; setzt man nun zur Abkürzung 
(2), 2,,n) 


x? ? 


N 
\ 


d.) ®(2,2%,n) = 


so kann das betrachtete Integral folgendermassen geschrieben werden: 
(6.) /P(z,,2,,n).(2,de,— x, de.), 
wenn P(x,,x,,n) eine algebraische Form der (—2)ten Dimension bedeutet. 
Wir wollen jetzt die Integrale (6.) unter der allgemeineren Vor- 
aussetzung betrachten, dass ? eine homogene Form von beliebiger Dimen- 
sion ist, und speciell untersuchen, wie diese beschaffen sein muss, damit 
J für jeden Werth von x endlich und stetig ist. Ist dies der Fall, so nennt 
man J ein Integral erster Gattung. Hierzu ist bekanntlich nothwendig und 
hinreichend, dass für jeden Werth von & 
cr dJ = P(a,dı, — x,de;) 


unendlich klein ist. 
Das Differential dJ lässt sich nun leicht so umformen, dass die an- 

vegebene nothwendige und hinreichende Bedingung in algebraischer Form 
erscheint. Zu diesem Zwecke betrachte man zwei beliebige ganze ratio- 
nale Formen ohne gleiche Factoren: 

> \ ö 

li (2, T,) und VO, %.); 
deren Dimensionen beziehlich gleich 

n und z 

sein mögen; sind dann 


Pr, BP und 0, 0; 
ihre partiellen Ableitungen nach x, und z,, so ergeben sich aus den be- 
kannten Sätzen über homogene Formen die Gleichungen: 
(P: x, +P: To == nP, 0, Tj +0; To, = 4%, 
| P,dx,+P,dx; dP, O,dx;, n= O,dx; AO. 


l 
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Mit Hülfe der hieraus abgeleiteten Gleichung: 

»«VQdP—nPdO 
P.0,.—0,P, 

lässt sich also der Ausdruck (7.) folgendermassen schreiben: 

«VQdP—nPdO 


ı,d«, — r,dz; — 


0 a 7 9 rn 
Es sei nun: 
(10.) 0 = un +R;, 


wo a, a, unbestimmte, aber endliche Grössen bedeuten, dann geht deı 
Nenner des Ausdrucks (9.) über in: 
P,w—P;u,: 


da nun die Ableitungen P, und P, keinen gemeinsamen Theiler besitzen. 


weil die Form P ohne gleiche Factoren vorausgesetzt wurde, so ist dieser 
Nenner bei der über «, und a, gemachten Voraussetzung für einen jeden 
Werth von x endlich und von Null verschieden, d. h. für jeden Werth von 
x können diese beiden Grössen als endliche Zahlen so bestimmt werden, 
dass jener Nenner endlich und von Null verschieden ist. Die oben ange- 
ebene Bedingung für J redueirt sich dann also darauf, dass das Produet: 
(11.) P(QdP—nPdad) = ($.dP)V—(P.P).ndO 

unendlich klein ist, wenn P(x,, x,) eine beliebige ganze Form ohne gleiche 
Factoren bedeutet. 

Wir wollen den Ausdruck (11.) nun in der Umgebung einer der 
Nullstellen von P(x,,x;) betrachten. Dann lässt sich P für kleine Werthe 
von £ bekanntlich folgendermassen entwickeln: 

P - EB), 


und demnach 
dP 


di 
wo Bf) und B,(f) Potenzreihen von £ sind, welche für kleine Werthe von 
{ convergiren, und wo 4 eine positive ganze Zahl bedeutet. Da nun Q 


d 
und 0’ = 2 


lune der beiden Terme auf der rechten Seite von (11.) mit verschiedenen 
Fe) \ ) 


P' Au un gr Bd, 


für £=0 beide nicht verschwinden, so beginnt die Entwick- 


Potenzen von f; der angegebenen Bedingung Kann somit dann und nur dann 


genügt werden, wenn: 


PP und Pb 
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beide für 2=0 endliche Werthe besitzen. Beachtet man nun, dass der 
(Juotient dieser beiden Formen: 
PB _P _, BW 
FB: ‘A 
für £=0 verschwindet, ohne dass eine von ihnen unendlich gross ist, so 
ergiebt sich, dass der Zähler verschwinden muss. 
Jener Bedingung wird hiernach dann und nur dann genügt, wenn 
die algebraische Form P# für jede Nullstelle von P verschwindet, wenn 
1 


also PP mindestens durch P” theilbar ist. Da dasselbe nun für jede ganze 
rationale Form P der Fall sein muss, so ergiebt sich: 
Das algebraische Integral 


/® (2,de, — x, dx;) 


ist dann und nur dann von der ersten Gattung, wenn die alge- 

braische Form ? eine Form der ersten Gattung ist, d.h. wenn 

sich ? in der Form 

P = ustmottuG, 
mit ganzen Formen von (z,,2,) als Coefficienten darstellen lässt. 
Mit Hülfe der Gleiehung (5.) ergiebt sich hiernach für p die fol- 
sende Darstellung: 
(12.) = mit -+uL,), 

und zwar ist die Form g(@,,x,,n]) dann und nur dann eine rationale Fune- 
tion von z und y, d.h. eine algebraische Funetion von x, wenn ihre Di- 
mension gleich Null ist. Berücksichtigt man nun, dass die Formen {,,...., £, 
beziehlich von den Dimensionen —w,, ..., —i, sind, so folgt, dass man 
alle Integrale erster Gattung und nur sie erhält, wenn man in dem Aus- 
druck (12.) von p für die Üoefficienten 


U. Us, . « .: u 


ganze Formen von (&,,2,) setzt, deren Coefficienten beliebige Uonstanten 
und deren Dimensionen beziehlich gleich 


- ee * u 
u,—2, u, 2, i u, 


., _ 


sind. Diesen Bedingungen kann nur dann durch nichtverschwindende 


Formen a, genügt werden, wenn die entsprechende Dimension u,— 2 ist, 


ı 





und dann enthält die Form , genau «,—1 Terme. Dieses letzte Resultat 


ERresn 


RENT 
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gilt auch dann noch, wenn etwa «,=1 sein sollte, d.h. es gilt nur nicht 
für «,, welches gleich Null ist. 

Jeder Integrand erster Gattung kann hiernach als homogene lineare 
Funetion der Formen: 


mit constanten Coefficienten dargestellt werden. Setzt man also die n ra- 
tionalen Functionen von x und y 


(13.) x, E — plz, y) (i I 454), 
so bilden die rationalen Funetionen 
Ya KT; f .\ 34 \ 
(13°) ale, y) (alas 


ein vollständiges System linear unabhängiger Integranden erster Gattung. Die 
Anzahl derselben ist also: 


(14.) 55 (w—1) —— Fu—(n —1) — N—(n -1) mn pP: 
1 1 


d. h. sie ist genau gleich dem (reschlechte der betrachteten Curve. 

In der hier gegebenen Form ist dieser Fundamentalsatz der Theorie der 
algebraischen Integrale von den Herren Dedekind und Weber im $ 26 ihrer 
wichtigen Abhandlung ‚Theorie der atgebraischen Functionen einer Veränder- 
lichen“ (dieses Journal Band 92) in voller Allgemeinheit ausgesprochen und 
die Nothwendigkeit der Existenz von p linear unabhängigen Integralen erster 
Gattung durch geistvolle Betrachtungen bewiesen worden, welche auf einer 
Ausdehnung der Kummerschen Theorie der idealen Zahlen auf algebraische 
Funetionen einer Variablen beruhen. „Jedoch wird in dieser Arbeit einzie 
und allein die Existenz jener Integranden dargethan; zur wirklichen Dar- 
stellung derselben wäre nämlich nach jener "Theorie einmal die Auffindung 
einer sogenannten Basis des betrachteten Körpers, dann aber die Darstel- 
lung einer Normalbasis unbedingt erforderlich; bei diesen beiden Aufgaben 
wird aber nur die Nothwendigkeit der Existenz einer Lösung bewiesen, aber 
kein zu ihr führender Weg angegeben, so dass mit Hülfe jener Untersuchun- 
sen in keinem Falle die Bestimmung des Geschlechtes wirklich gegeben 
und die Integranden erster Gattung gefunden werden können. Ausserdem 
ergiebt sich aus jener Untersuchung nicht, wie die Coefficienten jener p In- 
tegrale erster Gattung beschaffen sind, ob sie z. B. Wurzeln algebraischer 
Gleichungen, oder transcendente Grössen sind. Die Beantwortung dieser 
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Frage ist aber sehr wesentlich für die ganze Theorie, und sie muss des- 
halb nothwendig gestellt und in möglichst einfacher Weise gelöst werden, 
weil offenbar auch unendlich viele Systeme unabhängiger Integrale erster 
Gattung existiren, deren Coefficienten beliebige transcendente Funetionen der 
Gleichungscoefficienten sind. 

Durch die vorliegenden Untersuchungen werden nun diese beiden 
Aufgaben allein durch die Auflösung linearer Gleichungen, und zwar in einer 
Weise gelöst, welche sehr einfach auf specielle Probleme angewandt werden 
kann, wie in der nächsten Arbeit bei der Untersuchung einiger grossen 
Klassen algebraischer Curven dargelegt werden wird. Hierbei ergiebt sich, 
und ich glaube auf dieses Resultat besonderes Gewicht legen zu dürfen, 
dass man stets ein vollständiges System von linear unabhängigen Integran- 
den erster Gattung finden kann, deren Coefficienten aus denjenigen der ur- 
sprünglichen Gleichung f(x, y) = rational zusammengesetzt sind; sind also 
2. B. die Coeffieienten jener Gleichung ganze Zahlen, so sind die p Func- 
tionen (13°) rationale Functionen von x und y mit ganzzahligen Coefficienten. 

Ich möchte gleich an dieser Stelle erwähnen, dass man die hier ge- 
fundenen, sowie die auf die Zerlegung der Formen in ihre Primfactoren 
bezüglichen Resultate mit grosser Einfachheit aus der Theorie der bilinea- 
ren und der mit ihnen zusammenhängenden höheren homogenen Formen 
ableiten kann, und dass auch diese Art der Behandlung sowohl auf Zahlen- 
gleichungen, als auch auf Gleichungen mit beliebig vielen unabhängigen 
Variablen anwendbar bleibt. Ich werde dieses in einer demnächst erschei- 
nenden Arbeit auszuführen versuchen. 
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Theorie der elliptischen Funetionen. 
Fortsetzung aus Band 108 Seite 256. 


(Von Herrn Paul Günther.) 


V. 
In No. II meiner Notiz (dieses Journal Bd. 108 S. 256 ff.) habe ich 
gezeigt, wie man die zwischen zwei elliptischen Funetionen (mit denselben 
Perioden) 


(1.) = pl), y=v(u) 
bestehende algebraische Gleichung bilden kann; sind (a) und (a) durch 
die Hermitesche Formel ausgedrückt: 


hi 1 ! 
Ss ya d 0 (u—4;) 

cz = zut+ mi um SR]: k ’ 
a im du* o(u—a,) 


(1°.) ; u ® 


y= w+E_5DB | i 
J yo ru ” duf o(u—a,) ° 


d o'(u—-a,) 





so kann man sie sofort in die Form 





.; f,(Pu)+p'u.f,(pu) 
j' i j L (Pu) ’ 
(1'.) a. g,(Pu)+p'u.g,(pu) 
Y L(pu) 


setzen, wo die f;, g; und L ganze rationale Funetionen von gu bedeuten. 
Die Gleichungen (1’.) liefern bei unmittelbarer Elimination von gu, gu 
eine Gleichung zwischen z und y, die von zu hohem Grade ist, deren 
fremde Theiler sich aber bestimmen lassen. Dabei zeigt sich, dass die 
Coeffieienten der Gleichung f(x, y) = 0 dem Rationalitätsbereich 


16] 
> 
(zu, Yo; Ax; b;., r 


angehören. 


d; \ 


.ypd;, 0a; ee... l_ı) 


t 


d; 


Man kann nun (vergl. Clebsch, dieses Journal Bd. 64, S. 219.) für 
«a eine lineare Function e = u—a derart einführen, dass, wenn man x und 
H* 
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y durch pr, 9» ausdrückt und letztere Grössen eliminirt, sich unmittelbar 
die Gleichung f(z,y)=0 ohne fremde Theiler ergiebt. Um diese neue 
Darstellung von z und y zu erhalten, reicht es offenbar nicht aus, die Aus- 
drücke von 9u, Qu durch ge, 9'v in (1’.) einzusetzen; man kann aber 
durch folgendes Verfahren leicht zum Ziele gelangen. 

Es sei m der Grad der beiden elliptischen Functionen x, y, d.h. 


m= Z$l, 


-_— 


so werden für diese Funetionen auch Ausdrücke von der Form 
IITo(u—b,) IT o(u—c,) 
[» En h=1 a I 
(2.) :=6T— —, ee 
I10'(u—a,) IIo' (u—a,) 
=>] 


l =] 
existiren, wo C,, ©, Constanten bedeuten und 
(3.) zb, = Se, = la, — m.ü 


ist. Führen wir dann mit (lebsch 
v=ua—d ,=4—d, P;=b;—a, u Yu 


ein, so wird 


m m 


IT o(—Pı) ITo(v—yı) 
(2°,) z=Ü- — ——, y=(., — — 
1 o(v—@,) 1 o'(w—e,) 


m na 8 
9) man 7 Zu 7 nz 
Ep, = Zy,= Ih, =0). 
1 1 1 


Sind nun @,, ... 0, beliebige (nur von Null verschiedene) Grössen, deren 
Summe gleich O ist, so stellt 


m 


Tou—_e) 
(4.) Blu) = — - 


a" u 
eine elliptische Function mten Grades von « dar, die nur an der Stelle 
«= unendlich wird; eine solche lässt sich aber immer in der Form 
(4°) Da) = O,+C,pu+ 99 a+ Go" u+ +0, _.p" "u 
darstellen, wo O,, ... C,_, Constanten bedeuten. Dieselben müssen bis auf 
einen willkürliehen Faetor durch die Grössen @,, ... 0, bestimmt sein, wie 
es a priori einleuchtend ist; wir wollen indessen dies auch direet in Evidenz 


m 


setzen, um ein Ergebniss dieser Untersuchung weiter unten zu benutzen. 
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ös seien die /, ersten Grössen o, etwa gleich «,, die /, nächsten 
gleich w,, ..., die /, letzten gleich «,, wo %, ... ı, alle von einander ver- 


$ 
schieden sind und Y1;=m ist. Dann sind C,. ... ©, _, zu bestimmen aus 


1 
dem Gleichungssystem 
6) BO) = 0 en) 


Die Determinante dieses Gleichungssystems wird erhalten, indem man, von 
der Determinante 


fi V .. m—] 
j Anlcın ++: 0) = oo) 93 


Yo.) 
(wO ©, ... ®, Unbestimmte bedeuten) ausgehend, den Ausdruck 


An(u, vd, ...0, u, 0,42...) 


(0, —u,)(d, — u, )’...(u,—u, )" (v, 2° u,)(d,,4 —u,) ».. 
Br un, Sau ... HS ea, ::: Sue =, 
bildet. 


Nun ist aber (vergl. Hermite, dieses Journal Bd. 82, S. 346, und 
Schwarz, Formelsammlung, S. 17) 


1121... (4-D1121..(&-D)!... lim 


o(v, + u + 0). I10(%; —D,) 
4.0, +» Un = 1!2!...(m—1)! u 2 (/ > u: /. U Be Pr 
II o"v; 
1 


es wird also die fragliche Determinante bis auf einen Zahlenfactor g: 


ip 
en) x 


ben dureh 
o( Eu). Mo(u—u,)]r" 
\ 1 7 - ‘ 


[A 


$ .. 
ll 0 r u; 
de=1 


Hieraus folgt also, dass diese Determinante jedenfalls nicht verschwindet, 
wenn E/;u;+0 ist (dies werden wir später zu benutzen haben); dagegen 
1 


ist die Determinante gleich 0, wenn F/,,=0 ist. In letzterem Falle über- 
1 

zeugt man sich übrigens, dass nicht alle Unterdeterminanten (m—1)ten Gra- 

des verschwinden; man braucht hierzu nur von 4,_,(0,, ... %,_,), welches 

Ja eine solche Unterdeterminante von 4,(v,,... v,,) Ist, auszugehen und ähn- 

lich wie oben zu verfahren. 
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Damit ist gezeigt, dass die Grössen C, in (4°) in der T'hat bis auf 
einen willkürlichen Factor durch die o,, ... e, bestimmbar sind. 

Dies vorausgesetzt, können wir die Gleichungen (2°.) ersetzen durch 

@) een 
0 P, 

wo ®,, ®,, 2, die Form (4°) haben. Dabei sind die Coeffieienten in 
P,(v) bis auf einen ihnen allen gemeinsamen willkürlichen Factor sofort 
bestimmt durch die Gleichungen 


Di (@,) an a os EM 
sie ergeben sich als rationale Funetionen der Grössen 9a,, ga, i=1,...$), 
va, 9a. 

Um die Coeffiecienten in ?, und 2, zu bestimmen, beachte man, dass 


die Werthe, welche x, y und ihre (4,—1) ersten Ableitungen für «= —a, 
annehmen (k=1, ... s), sich vermöge der nie 


'o 
0 2d, 0’ An 9 
ee 2.- -+4 E 
024, oa; | p'a 
o(m—-%) _ ca 0a ER aka a; 
0(a,—a;) om 0: ° Pm— par 


oa; 


rational durch die Grössen x, 9, Ax, Bi; on: 94; a, ausdrücken. Für 


[0 


die Coeffieienten in ?, und 2, ergeben sich daher zwei Systeme linearer 
nicht homogener Gleichungen 
PN (—a,—a) == R,.; k=U. N) 
D® (—a,—a) IE S,, h=1,...8 R 


deren Determinanten nach einer obigen Bemerkung nicht verschwinden 
(denn wir können immer voraussetzen, dass a nicht gleich Null ist); AR,, 
und S,, gehören dabei dem zuletzt angegebenen, nur durch die Grössen pa 
und @a zu erweiternden Rationalitätsbereich an. Letzteres gilt also auch 
von den Üoeffieienten in ?,, ®,; diese enthalten übrigens alle den in 2, 
auftretenden unbestimmten Ei; der sich daher in x und y heraushebt. 
Damit ist nun die Darstellung (2°.) algebraisch bestimmt; wir können 

dieselbe offenbar in die Form 
F (pv)+p'v.F,(pev) 
H,(pe)-+p'v.H,(pv) ° 
- G (pe) +p'v.G,(pr) 

H,(pe)+p'v.H,(pv) 


Flo 


6.) 
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s . . \ m | Ei m—) 
setzen, wo F,, @,, H, ganze rationale Funetionen vom Grade | R IR 


m 
‘) 


F,. @,, H, solche vom Grade | | bedeuten; in dieser Form entspricht sie 


der von Clebsch a. a. O. gegebenen. 
Wir bemerken noch Folgendes: Wenn man, von einer gegebenen 
Gleichung vom hange 1 


) f(z,y) = 0 
ausgehend, die Clebschsche Parameterdarstellung (6.) herleiten will, so darf 
man stets voraussetzen, dass z und y als elliptische Funetionen von « oder 
v nur einfache Unendlichkeitsstellen besitzen. Sei nämlich 2 = x, ein Werth, 
welchem vermöge der Gleichung (7.) lauter endliche und von einander 
verschiedene Werthe y, also auch lauter ungleiche Werthe «, entsprechen, 
so setze man 
1 | y 


” 


r—-T T—T, 


Un 


dann haben 5 und 7, zwischen denen ja eine Gleichung 


F(S, N) =) 


besteht, nur einfache Unendlichkeitsstellen; wenn dann die Clebschsche 
Parameterdarstellung für $ und 7 gefunden ist, so ist auch die für z und y 
gegeben. 


VI 

Von dem Vorhergehenden wollen wir noch einige sehr einfache An- 
wendungen machen auf die Theorie der durch ein solches Gleichungssystem 
z=gY(au), y=w£(u) bestimmten algebraischen Gleichungen oder, geometrisch 
gesprochen, der sogenannten „ebenen elliptischen Curven“. Dabei setzen wir 
voraus, dass g und w nur einfache Unendlichkeitsstellen besitzen. 

Ein Doppelpunkt der Curve ist dadurch bestimmt, dass es ein Werthe- 
paar (w, w') giebt, für welches | 

1.) lo) = pw), w(u) = ww) 

ist. Die Clebschsche Parameterdarstellung liefert in einfacher Weise alge- 
braische Gleichungen für die entsprechenden Werthe von pw, @w, gw', 
9 w' und zeigt zugleich die Existenz von Im(m—3) Doppelpunkten (vergl. 
Clebsch, a. a. OÖ. S. 224). Hierbei ist aber noch Folgendes zu beachten. 
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Es kann ja der Fall eintreten, dass die durch die Gleichungen 
= oa), y=vya), fa,y)=0 
gegebene Uurve mter Ordnung vom Range 0 ist; dann aber giebt es einen 
Theiler r von m, sodass identisch | 
f(a,y) = ga, y) 
ist, wo g wieder eine ganze rationale Function bedeutet (vergl. No. III); 
die Curve degenerirt also in diesem Falle in eine r-fach zu zählende Curve 


m . . \ . 
von der Ordnung „ Dann ist aber jeder Punkt der Curve als ein Doppel- 


oder mehrfacher Punkt anzusehen, und es müssen daher die zur Bestimmung 
der Doppelpunkte dienenden Gleichungen die Eigenschaft haben, für jeden 
Werth » eine Lösung w' zuzulassen. Ich begnüge mich, dies an dem 
Beispiel der Curven dritter Ordnung zu veranschaulichen. 

Für diese lautet die Clebschsche Parameterdarstellung 





Bi ie a,+ta,Pv-+ta ,p'v 
® ’ zn Ze = Zum . ” r m , 
(2 ) Got 4, W0+ A, © 
\ ke a,,+4,,P0+a,, 9'v 





At, Pr+ta,pV 

Der Fall des Ranges 0 kann hier nur eintreten, wenn die Curve in eine 
dreifache Gerade ausartet; die Bedingung dafür ist, dass sich drei nicht 
sämmtlich verschwindende Grössen 4,, 4, 4, finden lassen, für welche 


identisch 
(aut a, Po-+anpv)+ (aut 4,9% +4,9 o)+A,[lau+ a,9%-+a2Y vo) = 0 
ist, d. h. 
(3.) a; — (0 (, k=0, 1,2), 





Wenn nun |a,| +0 ist, so haben die Gleichungen 
(4) au Aw d;; ’w = g(au+ a,9Ww +4,90 Ww') G=0, 1,2) 
nur die Lösung 
- 1, was, 
d.h. es existirt kein Doppelpunkt (wie es ja sein muss); während für 


r Bl ir 2%, a Sn f ” N na o Be R u Sa ” P 
a a ee ni a a ag ee >. Sie 
Be MR RE RTIENE BR Aa aa 2 IE CTMEITH ade an NR N 


'a,|= 0 die Gleichungen (4.) für jeden Werth w einen von w verschiedenen 
Werth «© liefern. — Ich bemerke noch beiläufig, dass die Bedingung (3.), 
wenn die Öurve dritter Ordnung durch die Gleichungen 
3 ' 
o (u—a,) 
@ = Lat Me. Sa A 
gs; - ' o(u—a;) ? 






ot zB, em) 


' o(u—a,) 





F un es Re ae " wälge PET ET RN Ki a 
.u ” . a Be Er ER Ed aa aber denen Ta A Ba ET ET I Tee EN 
en 0 a en N REN LE te De Eee DE a 
a Bl 0 en a en ae ahnen nahe Sr aa Tu we 
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vegeben ist, durch 


a 
(3°) A 4 Al-0 
B, B, B, 


zu ersetzen ist. — 

Der Doppelpunkt (w, wo) geht bekamntlich in einen Rückkehrpunkt 
über, wenn w' gegen w convergirt; die Parameter » der Rückkehrpunkte 
sind hiernach die gemeinsamen Lösungen der Gleichungen 

(5.) yw)=0, v(w)=(. 

(Vergl. auch ©. Schlesinger, Math. Ann. Bd. 33, S. 466.) Um diese Lösun- 
gen zu finden, leite man nach No. II oder Gleichung (6.), No. V, die 
zwischen 9w einerseits und g'(w), bezw. w'(w) andererseits bestehenden al- 
gebraischen Gleichungen 

S,(pw).py’(w)+S,(pw).p(w)+S,(pw) =, 

T,(pw).w’(w)+T,pw).w(w)+T,(ow) = 0 
her; ist dann A(gow) der grösste gemeinsame T'heiler von S;,, T,, so müssen 
die Werthe von 9w an den Kückkehrpunkten unter den Wurzeln der 
Gleichung . 

R= 0 
enthalten sein. Für die zugehörigen Werthe von 9w ergeben sich, je- 
nachdem man die erste oder die zweite der Gleichungen (5.) nimmt, zwei 
verschiedene Ausdrücke 
Pw=R,(pw), $w=R;,(pw) 

(R,, R, rationale Funetionen); und es liefern nun nur diejenigen Wurzeln 
der Gleichungen ?=0 Rückkehrpunkte, für welche R,=R, ist. Wir be- 
zeichnen die Parameter der Rückkehrpunkte mit v,, ... ®,. 

Die Gleichung der Curve in Liniencoordinaten 


F(X,Y) = 0 
ist durch ihre Parameterdarstellung 
(6.) .. 1 2.1 


D(u) — Da) 


D(a) = ylu)y (u)—p (u)wlu), 
gegeben (Hermite, a.a. 0. S. 345; 0. Schlesinger, a. a.0. S. 467). Hier 
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wird D(a) nur unendlich an den Stellen a,, und zwar von der zweiten 
Ordnung, ebenso g'(w) und wa); ferner haben diese drei Funetionen die 
gemeinsamen Nullstellen ®,, ... ®,. Daher sind X, Y elliptische Func- 


tionen vom Grade 2m —o, und diese Zahl giebt also die Klasse der Curve an. 
Die Wendepunkte werden geliefert durch 


2 d’y 
(/ u —.. 0: 
fr, Yy) 0, dx: ? 
für sie ist also 
(7.) Wu) = y(u)w (u)—gp (u)w (u) =. 
Die Funetion W(a) wird nur an den Stellen a, unendlich, und zwar von der 


’ \ . dW 
dritten Ordnung; sie hat also 3m Nullstellen. Aber W(w) und sen ver- 


schwinden für #=v,, .... v,; es bleiben also nur 3m —20 Wendepunkte, deren 
algebraische Bestimmung nach dem Obigen leicht ausgeführt werden kann. 
Für die Curven dritter Ordnung lautet die Wendepunktsgleichung, 


wenn wir die Darstellung (2°) zu Grunde legen: 


3 3 | 
EA o(au-a) EB,o(u—a,) 
1 1 
— 0 


3 3 
EAp(u-a) EByp(u-a,) 
l l 


oder 


3 3 
3 5A; EB, 


3 3 3 

Eo(u-a) 3ZAyplu-a) ZBplu-a) 
) 1 | 
3 3 3 | 

Sp(u-a) 3A yp(u-a) EB yp(u-—a,) 
l i 1 | 

We a 33 1 1 1 | 
= A, A, 4. plu-a) pPlu—-a) P(u-a;) = 0 
B, B, B, plu-a) plau—a,) 9(u—a;) 

(Hermite, a. a. OÖ. 8. 346). 
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Die Differentialgleichungen des Problems. 





Ueber die Bewegung eines festen Körpers in einer 
Flüssigkeit. 


(Von Herrn Fritz Kötter.) 


Die. Lage eines festen Körpers im Raume ist völlig bestimmt durch 


die Lage eines mit ihm fest verbundenen rechtwinkligen Coordinatensystems 


zu einem eben solchen im Raume festen System, d.h. durch die Ooordi- 


naten & 


s, n, & für den Anfangspunkt O0 des ersteren in dem zweiten, und 


durch die neun Riehtungsecosinus der drei im Körper festen Axen, welche 
wir als X-, Y-, Z-Axe bezeichnen, zu den drei im Raume festen Axen, welche 


=-, H-, Z-Axe heissen sollen. 


Ein Bewegungszustand des Körpers ist be- 


stimmt durch die drei Geschwindigkeitscomponenten des Punktes O nach 
den drei im Körper festen Axen und die drei Componenten der Rotations- 


geschwindigkeit des Körpers, genommen nach denselben Axen. 
die letztgenannten sechs Grössen @, ®, w, p, q 


Wir nennen 


Richtungscosinus wird aus der folgenden Tabelle hervorgehen: 


H 

Z 
15 bezeichneten 
Differentialgleichungen: 


Zwischen den 





da, 
dt en 03:9 0sr, 
a de, | 
(1 .) dt — 4,7 —03P, A.) 
de, 
= = ,P— 0,4, 





X Y Z 
0, O,, O3 
.) (3 .) 
191 1723 1235 
Yı Yan 9 
(srössen bestehen 
dß 
Be a” 
1 = ,gq -Dur, 
dp, (ed ) 
dt — 9,7 j33P. 
d3 
u WE * 
di u [?2P Pı9; 


zwölf 


1“) 


r; die Bezeiehnung der 
allgemein gültige 
dy, 

"rue; A 7, 
dy, 
ru" = r—7/:P, 
dy, 

“ _—— „D-Yıd. 
di PT; 





— 


N 


%* 
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4 — u0, +90, +W0;, 
(‘ \ dn — uß,-toP 3 
2.) BE EEERLN 

dl 

dt —— uy, t%y:+W0Y:. 





Hierzu kommen sechs weitere Gleichungen, welche die auf den Körper wir- 
kenden Componentensummen und Drehungsmomente in Bezug auf die im 
Körper festen Axen durch die Grössen a, ®, ®, p, g, r und deren Ablei- 
tungen nach f ausdrücken. 

Bewegt sich der Körper in einer Flüssigkeit, so setzen sich die Com- 
ponentensummen und Drehungsmomente aus zwei Theilen zusammen, näm- 
lich einem von den gegebenen äusseren Kräften herrührenden Theile und 
einem anderen, welcher den von der Flüssigkeit ausgeübten und durch deren 
jewegungszustand bedingten Druckkräften entstammt. Demgemäss zerfällt 
das Problem der Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit in 
zwei Theile, von denen der erste in der Ableitung der Bewegung der flüssi- 
ven Masse aus einem gegebenen Anfangszustand für die allgemeinste Be- 
wegung des festen Körpers besteht, während der andere aus den so ge- 
wonnenen Gleichungen die 18 Bestimmungsstücke als Functionen der Zeit 
abzuleiten hätte. 

Haben wir es mit einer incompressiblen, reibungslosen Flüssigkeit zu 
thun, deren Gebiet einfach zusammenhängend ist und sich nach allen Sei- 
ten ins Unendliche erstreckt, ist ferner der Anfangszustand wirbelfrei und 
ruht die Flüssigkeit im Unendlichen, besitzen endlich die auf die Flüssig- 
keit wirkenden äusseren Kräfte ein Potential, so lässt sich die allgemeine 
Form der noch fehlenden Differentialgleichungen für die Bewegung des 
Körpers angeben, ohne dass der eigentlich hydrodynamische Theil des Pro- 
blems gelöst wäre. Es ist dies um so wesentlicher, als bisher der letztere 
selbst unter den eben erwähnten erleichternden Voraussetzungen im Grunde 
nur für das Ellipsoid erledigt ist. 

Macht man die oben aufgeführten Annahmen, so sind die Compo- 
nenten der Geschwindigkeit eines flüssigen T'heilchens mit den Coordinaten 
x, y, 3 nach den Axen X, Y, Z die Ableitungen des Geschwindigkeits- 
potentials y nach x, y, 2. Dieses Potential genügt der partiellen Differential- 
gleichung: 
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op , 09% O’p 
a F - u. — 0, 


) - 


or° oy’ 0% 
verschwindet im Unendlichen und hat eine Grenzbedingung zu erfüllen, welche 
ausdrückt, dass ein an der Oberfläche des festen Körpers befindliches Flüssig- 
keitstheilchen sich von derselben nicht entfernt; dieselbe lautet: 


Ö \ 

— = (u+yr—zg)cosnc+(o+zp—zr)cosny+(w-+-xzg—yp)cosnz. 
Man sieht ohne weiteres, dass sich die Bestimmung von p auf sechs 

Speeialfälle zurückführen lässt. Hat man nämlich die sechs speeiellen 

Functionen bestimmt, welche an der Oberfläche des Körpers den Bedin- 


gungen: 


0 CA $ 
HF — cos(n r), . => 8 cos(n y) . cos(n 2), 
on EN , 
Og, A Og. ‘ 
On ne cos(n Y)» F . = 2c08(n 3)—2 cos(nT ’ 
94, (nz IPs / \ 
= 008s(n2), — = yeos(nr)—rcos(ny) 
pr 9) pe Y (mx) \ry) 


genügen, so erhält man g durch die Gleichung: 


y=UuptTePMrRTWPptPPptgIrstrP 
Das heisst aber nichts anderes, als dass die Componenten der Geschwin- 
digkeit irgend eines Flüssigkeitstheilchens ganze homogene lineare Fune- 
tionen von ®, ®, ®, p, q, r sind, deren Coeffieienten in einer lediglich durch 
die Gestalt des Körpers bedingten Weise ausschliesslich von den Coordi- 
naten x, 9, z abhängen. Daher muss die lebendige Kraft der flüssigen 
Masse eine ganze homogene quadratische Function der sechs Grössen 
“, %, @, P, g, r sein, deren Üoefficienten constante, nur von der Gestalt 
des festen Körpers abhängige Grössen sind. In Folge dieses Umstandes ist 
man einer besonderen Berechnung der von der Flüssigkeit auf den Körper 
ausgeübten Druckkräfte überhoben und kann nach @. Kirchhoffs”) Vorgang 
zur Ermittelung der Differentialgleichung für die Bewegung des Körpers 
Hamiltons Prineip genau wie bei der Bewegung im leeren Raum anwenden *”), 
Ist T die ganze homogene quadratische Function von u, ®, w, p, g, r, 
welche die lebendige Kraft des ganzen Systems darstellt, sind X, Y, Z 
die Componentensummen, M,, M,, M, die Drehungsmomente aller wirken- 


*) Dieses Journal Bd. 71, S. 237—262. 


”") Vergl. ©. Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen. Leipzig 1883. 
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den äusseren Kräfte, so erhält man auf dem bezeichneten Wege die fol- 
senden Differentialgleichungen: 


i d f Oo T\ Ber oT r ii en, OT OT OT oT 
| di GG u/’0 Ä au A, di (3 ur. a oq TOT -+M,, 


ow 
EIOR\N 8 oT d = oT oT oT oT 
di \dı u Pw tF, di op) ur er ee Br er M,, 


Op or ou 
dr/oT oT oT _ oT oT oT oT 
)=P5 Z dt ir = P—-—-—-04=- +4 ——- -0—— +. 





[* 
dt \Ow du » og op Ov ou 
h We DE © BE 9E 02 37 
Die mechanische Bedeutung der Grössen ars u a ‚ =— und die allgemeinen Inte- 
s cu cv cw cp og er 


srale für den Fall, dass keine Kräfte wirken. 
Befindet sich der Körper zur Zeit #, in Ruhe, so folgen aus den 
ee. unmittelbar folgende Gleichungen: 


<, (q = )dt+ fl Xat, 


4 Wr e = )at+ /M,dt, ee. 


og Ow 


kleiner nun das Zeitintervall von 4, bis # wird, ohne dass die Grössen 


/ Xdt, / M,dt ihre Werthe ändern, desto weniger werden die ersten Inte- 


In 


orale auf der rechten Seite der vorstehenden Gleichungen gegen die zweiten 
in Betracht kommen. Daraus folgt, dass die Grössen 





. oT . oT . oT 

4 AT DaP-R a RT 
: SL E.. ; oT 
m op ? yı = og ° 9 or 


die Componentensummen und Drehungsmomente desjenigen impulsiven Kraft- 
systems sind, welches den durch a, vo, w, p, q, r dargestellten Bewegungs- 
zustand hervorzurufen vermag 

Nun kann man aber einen derartigen Impuls zerlegen in eine im- 
pulsive Einzelkraft und in ein impulsives Kräftepaar, dessen Ebene senk- 
recht zur Richtung der Einzelkraft liegt. Wirken keine äusseren Kräfte, 
so muss die eben bezeichnete Darstellung des Impulses ebenso wie die 


RN EN, RE ni BAR Eh hen Seren Pal Fi a eier 
Re ER in An Da ii 2 ei <br DPISR r > nat 1 aus eg ner Zu a “ H a 
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lebendige Kraft des ganzen Systems unabhängig von der Zeit sein”). Wählen 
wir die Wirkungslinie der impulsiven Einzelkraft oder, talls die letztere 
gleich Null ist, irgend eine zur Ebene des Kräftepaares senkrechte Linie 
zur Z-Axe, so erhalten wir hieraus in dem bezeichneten Falle die folgenden 
Integralgleichungen 





oT oT oT oT N; ; oT 
gg 0, + rn U, u Oz = J, nn G, 7 } Ü, + ‘ UL; = J, “ 
ou +, ale ow ° op :_ or 
oT 2 | oT er ( T \ oT 2 oT ( T R 
- Pı r z Ds + - 3; = (), - [1 - > Er 7 ‚p Er 
(A\ Ou ov - O8 ’ ” op ot u” . 
\ ).) j ! / £ 
oT oT oT oT EN -; ; oT 
ou ? on f ow Ahr "I or ** 
» r v 
N 


wo J und J, die Intensitäten der impulsiven Einzelkraft und des impulsiven 
Kräftepaares, Z die doppelte lebendige Kraft bezeichnet. Nimmt man hier- 


eültigen Relationen zwischen den neun Richtungs- 


Leo) 


zu die sechs allgemein 
cosinus, so hat man im ganzen 13 Integrale der 18 in Frage stehenden 
Differentialgleichungen. 

Schon Kirchhoff hat hervorgehoben, dass die Bestimmung der 
(srössen &, n, © und der neun Richtungseosinus nur noch Quadraturen er- 
fordert, sobald die sechs Grössen «, ®, w, p, q, r als Funetionen der Zeit 


ermittelt sind, oder anders gesprochen, sobald die sechs Gleichungen 


dr/oT oT oT droT ol oT oT oT 
(2a \ ( \ i [ ) u“ va . 
gg — j=-4-——r- e =4-—- —p ur —M 
IN ön } ow oo ” di \op/ 50 P% oWw on 


ete. integrirt sind. Da in diesen Gleichungen £ selbst nieht vorkommt, so 
muss es offenbar fünf von # freie von einander unabhängige Integrale geben. 
Sind dieselben bekannt, so erhält man # durch eine blosse Quadratur. 
Clebsch hat darauf hingewiesen **), dass sich auf die fünf Gleichungen. 
welche man durch Elimination von dt erhält, Jacobis 'Theorem vom letzten 
Multiplieator anwenden lässt, sodass man nur vier von £ freie Integrale zu 
kennen braucht, um das fünfte durch eine blosse Quadratur zu finden. 

Drei Integrale der sechs in Frage stehenden Gleiehungen (3°) erhäli 
man aus (D.), indem man die Riehtungseosinus eliminirt; sie lauten: 


”) Minkowski. Ueber die Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit. Sitzungs- 
ber. der Berl. Akademie 1888, S. 1095 —1110. 
”") Mathematische Annalen, Bd. III, S. 235—262. 
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OT? OT \ OT“ 2 
er 
(6.) ARE ART TE) ARE SHE ER 
du Op + ov 0g + ow Or a 
2T=L. 
Man braucht also nur noch ein von £ freies Integral aufzufinden, um das 
ganze Problem auf blosse Quadraturen zurückzuführen. 





S ® 

8 3. 

Ueber Fälle, in denen ein viertes von £ freies Integral bisher aufgefunden ist. Formulirung des im 
Folgenden behandelten Problems. 


Da man ein viertes allgemeines Integral bisher nicht ermittelt hat, 
so versuchte man, ein solches Integral wenigstens unter gewissen Annahmen 
iiber Gestalt und Massenvertheilung des festen Körpers abzuleiten. Diese 
Annahmen haben wesentlich den Zweck, den Ausdruck für die lebendige 
Kraft des Systems zu vereinfachen und so die Behandlung des Problems 
zu erleichtern. 

Besitzt z. B. der Körper sowohl in Bezug auf seine Gestalt als auch 
in Bezug auf die Massenvertheilung zwei Paare senkrecht auf einander 
stehender Symmetrieebenen mit gemeinsamer Schnittlinie, so kann man da- 
durch, dass man den Anfangspunkt passend auf der Symmetrieaxe wählt 
und dass man die X-Axe mit der letzteren zusammenfallen lässt, der leben- 
digen Kraft die Form 


T = 4(AW+Bo+w)+Pp+0(g-+r)) 
geben. In diesem schon von Kirchhoff durchgeführten Falle wird 
und das vierte von £ freie Integral lautet: 
p = Uonst. 
Der Verlauf der weiteren Rechnung führt auf elliptische Functionen. 
Dasselbe gilt von einem etwas allgemeineren durch Halphen*) in 
äusserst eleganter Weise erledigten Fall, nämlich dann, wenn der Körper in 


sich selbst übergeht, nachdem man ihn um einen rechten Winkel um eine Axe 


*) Traite des fonctions elliptiques et de leurs applications. Tome Il, Paris 1888. 
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gedreht hat; hier kann die lebendige Kraft auf die Form 
T = 4/Au+B(e-+w)+Pp+0(g-+r)+2Lpu+2M(ge+wr 
gebracht werden *), und das vierte Integral lautet: 
| di 
—= Vonst. 
Op 
Selbstverständlich kann die Lösung des Problems auch dann erreicht 

werden, wenn die lebendige Kraft des ganzen Systems die Form hat, welehe 
sie bei der Bewegung eines festen Körpers im leeren Raum besitzt. Es 
ist dies der Fall, wenn die Gestalt des Körpers bei beliebiger Massenver- 
theilung bezüglich zweier sich schneidenden Axen den Charakter des von 
Kirchhoff behandelten Körpers besitzt. Denn in diesem Falle hat die leben- 
dige Kraft der flüssigen Masse, falls der geometrische Mittelpunkt zum 
Coordinatenanfangspunkt gewählt wird, die Form: 

UM +V+w)+P(p+g’-+Hr})), 
d. h. diejenige einer mit dem gegebenen Körper fest verbundenen kugel- 
förmigen Masse, deren Schwerpunkt in den Mittelpunkt des Körpers fällt. 
Die lebendige Kraft des ganzen Systems ist also die eines festen Körpers, 
welcher sich aus der eben gekennzeichneten mitgeführten Masse und der 
gegebenen Masse zusammensetzt. Wählen wir den Schwerpunkt dieses 
Systems zum Anfangspunkt und die Hauptträgheitsaxen zu Axen des in dem 
Körper festen Coordinatensystems, so nimmt die lebendige Kraft die Form an: 

1!NW+o-+w)+Pp’+Qg-+Rr’). 
Das vierte algebraische Integral wird in diesem Falle 


ee 


op / 


+ ( ) E- ( ) — Gonst. 
und ist also, wie die drei allgemeinen Integrale, eine constant gesetzte qua- 
dratische Funetion **). 

Clebsch hat allgemein die Frage untersucht, welche Form die leben- 
dige Kraft des ganzen Systems annehmen müsse, damit ein viertes Integral 
von der eben erwähnten Beschaffenheit existire. Er findet ausser dem von 
Halphen durchgeführten Fall als Antwort auf seine Frage den Ausdruck 


(7.) 1Au+be+Cw-Pp-+Qg+Rr‘ 


*) Lamb-Reiff. Einleitung in die Hydrodynamik, S. 195—199. Freiburg 1594. 
**) Vergl. des Verfassers Abhandlung im Arch. f. Math. u. Phys. (2) IV, 8. 157—167. 
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mit der beschränkenden Nebenbedingung: 
« 


2 Pig-tele- ram 


welcher, abgesehen von dem Halphenschen Falle, alle bisher aufgeführten 
speciellen Formen von T umschliesst. 

Wir finden das vierte Integral am einfachsten und machen das Pro- 
blem für die weitere Behandlung am geeignetsten, indem wir an Stelle der 
sechs Geschwindigkeitseomponenten die Componenten und Drehungsmomente 
des Impulses bezüglich der in dem Körper festen Axen einführen: 





” oT r oT oT 
—— eo "aan 9 u na Mb un er 
(4.) ' ou ? i 00 ? n ow ? 
, ie _ oT OT 

ne op’ Yı = og . Y-= Or > 


Dann wird T eine ganze homogene quadratische Function der Grössen 
2, 2, 3, Yı, Yo, Y5, und die Componenten der Geschwindigkeit werden 





PR 7 VRR N. 
9.) ER or, Or, 
;; _ oT Ba. : 
RE 
Setzt man für den eben bezeichneten Fall 
4,= A? Ks - E_ Eonı ar D b,= EN , b= r ‚ b= - ’ 


so wird 
(10.) T = la +a0+023+by+by+b;y;3|, 
und die Gleichung (8.) geht über in: 


1) alt Italz-,) = 0. 


Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir nach Ausschluss der oben 
erwähnten, als völlig erledigt anzusehenden Specialfälle voraussetzen, dass 
die Grüssen @,, 4, a, sämmtlich von einander verschieden sind. Denn 
wären zwei derselben, z. B. a, und a,, einander gleich, so müssten wegen 
der eben angegebenen Beziehung entweder auch die entsprechenden Grössen 
b einander gleich sein, oder das dritte « müsste denselben Werth haben 
wie die beiden anderen; in dem einen Falle hat also die lebendige Kraft 
dieselbe Form wie bei der Bewegung eines hRotationskörpers in einer 
Flüssigkeit, im anderen wie bei der Bewegung eines festen Körpers im 
leeren kaume. 
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Die Differentialgleichungen werden 





dr dy | 

»” d.y22,—baysza, 1 9:96 —b;)+2203(a,—a;), 

dr, dy, 
(12.) dt = b;y32,-- b,yı 3, dt == Y%9,(b;--b,)+ 232, (;— d,), 

dır dy. ; i 

1 = _ bıyı TI, — b, Y: T,, nn > Yı Y: (b, vn b,) + T,TC, a; _— Ad; ). 


Multiplieirt man die links stehenden Gleichungen der Reihe nach mit 
—2404,7,, -—2a,a%. —2a,0%;, 
die rechts stehenden mit 
2b,a,y,. 2b,a,Y». 2 b,a;,Y;. 
und addirt sie alsdann, so erhält man rechts 
2yı 9: (b,a,(b,—b;)+b,a,(b,—b,)+b,a;(b,—b,)), 
und dies redueirt sich wegen der zwischen den Constanten bestehenden 


Relation (11.) auf Null. 


Wir können also den drei allgemeinen Integralen 
ta +2 = J’, 


f 


(6°.) TC, yı try try = JJ,, 





an tan +5 +by+byp+by = L 
in unserem Falle das vierte Integral 
(6) -(;2% +0,40 +4,973)+bayt+bay+bay = L, 


hinzufügen, welches nur in dem Falle a =a=a, als Folge der drei an- 
deren angesehen werden kann. 

Schon Clebsch hat das vollständige Differential zweier Grössen auf- 
gestellt, durch dessen Integration man das fünfte von # freie Integral er- 
hält. Dagegen ist das Problem, die in Frage kommenden Grössen z,, ,, 75. 
%ı, Y:, Y, und dann weiter die Richtungseosinus und die Coordinaten £, n, [ 
des Punktes O als explieite Funetionen der Zeit darzustellen, nieht von 
ihm in Angriff genommen. Für den Fall J,=0, d.h. wenn das impulsive 
Kraftsystem sich auf eine impulsive Einzelkraft redueirt, ist diese Aufgabe 
durch Herrn H. Weber*) gelöst worden. Derselbe stellte sämmtliehe Rieh- 
tungscosinus und die Componenten der Rotationsgeschwindigkeit sowohl 


*) Mathematische Annalen XIV, S. 143—206. 
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bezüglich der beweglichen als der festen Axen als Quotienten von T'heta- 
funetionen von zwei Argumenten dar, welche selbst ganze lineare Funec- 
tionen der Zeit sind, und zwar haben alle diese Grössen dieselbe Theta- 
funetion im Nenner, während im Zähler je eine der fünfzehn anderen Theta- 
funetionen steht. Die beiden Coordinaten 7, © unterscheiden sich von den 
Componenten der Rotationsgeschwindigkeit nach den beiden entsprechenden 
Axen nur durch einen eonstanten Factor, während die Coordinate & linear 
aus ? und den beiden partiellen logarithmischen Ableitungen derjenigen 
$-Funetion zusammengesetzt ist, welche alle die genannten Ausdrücke im 
Nenner haben. 

Im Folgenden soll das in Frage stehende Umkehrproblem ohne die 
von Herrn Weber gemachte beschränkende Voraussetzung gelöst werden. 
Auch in dem allgemeineren Falle ergeben sich die Richtungscosinus, die 
Componenten der Rotationsgeschwindigkeit und des Impulses, sowie die 
Coordinaten 7, © als Brüche mit gemeinschaftlichem Nenner, der sich aber 
hier aus zwei 9-Funetionen linear zusammensetzt. Auch die Zähler setzen 
sich aus 9-Functionen zusammen. Aber nur bei den Componenten der 
kkotationsgeschwindigkeit nach den im Körper festen Axen, bei der nach 
der Axe des Impulses genommenen Componente der hotationsgeschwindig- 
keit, bei den nach den beweglichen Axen genommenen Componenten und 
Drehungsmomenten des Impulses, sowie endlich bei den Richtungscosinus 
zwischen der Axe des Impulses und den mit dem Körper fest verbundenen 
Axen haben die Thetafunetionen des Zählers dieselben Argumente wie die 
des Nenners. Die im Zähler der übrigen Grössen auftretenden Thetafunc- 
tionen sind mit Argumenten gebildet, die durch Addition und Subtraction 
aus den erst erwähnten Argumenten und einem gewissen Constantenpaar 
entstehen. In dem von Herrn Weber behandelten Speeial-Falle geht das 
tragliche Constantenpaar in ein Paar simultaner Halbperioden über. 


s.4. 
Zurückführung des Problems auf den Speeialfald, =, =b; —=|1. 

Sechs Grössen, welche den vier Gleichungen (6a.) und (6b.) genügen, 
werden sich als Functionen zweier neuen Grössen «, und «, darstellen lassen, 
die wegen der Differentialgleichungen für die fraglichen Grössen Funetionen 
der Zeit mit zwei neuen willkürlichen Constanten sein werden. Die voll- 
ständigen Differentiale der als Funetionen von #, und «, angesehenen 
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Grössen z,, 9, genügen folgenden Gleichungen: 


3 2,de, =, 
a=1,23 
y | %y' 
a 3 y.de, % Pr x,dy, > V, 
a==1,2,3 a 
y' | x nt 
5 a,z,de,+ 3b y.dy, =. 
am=1.23 \ ’ k a—1,2,3 aY a Y 
Tu ' o 
—4,4,d; Ss range dxz,+ u b,a,y,dy, — A), 
a=1,2,3 um a—1.23 de « 


Ein System von Grössen, welche diese Gleichungen erfüllen, ist 
dx, dy, 

dad’ d 
artiges System erhalten wir, wenn wir in dem erstgenannten die Grössen 


bekannt; es wird gebildet von den Grössen Kin zweites der- 


a,a,d, f R 
a,, b, ersetzen durch a), = — — _» 'y —=b,a,. Man erkennt leicht, dass 


zwischen den Grössen a, und 5‘, dieselbe Beziehung besteht, wie zwischen 
den Grössen a, und 5,: drücken wir nun in der dritten und vierten der 
eben angeführten Gleichungen a, und b, durch «a, und 5b’, aus, so erhalten 
wir die Gleichungen: 


5 Ta N 
— 1,a,a, 2 m dx, + Zb,a,y,dy, = 0, 


Za,c,de,+Zb,y.dy, = 0, 
welche aus der vierten und dritten Gleichung durch direete Vertauschung 
von a, und 5b, mit a, und 5) hervorgehen. 

Nur in einem Ausnahmefalle sind beide Grössensysteme einander 
proportional; nämlich dann, wenn jedes y zu dem betreffenden = in einem 
gewissen econstanten Verhältniss steht. Dieser nur unter gewissen Voraus- 
setzungen über. den Anfangszustand mögliche Fall führt, wie leicht zu sehen, 
auf elliptische Functionen; wir wollen von ihm bei der ferneren Betrachtung 
absehen und uns ausschliesslich dem allgemeinen Falle zuwenden. 

Dann darf also gesetzt werden 

de, = (by; —b,yY2,) Ü+ (b,a,y23— b;a,Yy,%5)B, 

dy, = \(b,—b;,)y:y;+ (a —a;) 2, 2, Ü+ |(b,a, —b,a,)yy;-+a, (© —a;) 2,053. 
Es ist klar, dass die unabhängigen Variabeln so gewählt werden können, 
dass U = Udu,, B= Vdu, wird. Bildet man nun auf die beiden möglichen 


. [ . O’T, 0° [74 .. 
Arten die zweiten Ableituneen — —- und — 7 ‚so erhält man dureh 
oO ou, Ou, ou, On, 


Vergleichung der gewonnenen Ausdrücke nach kurzer Rechnung die beiden 
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Gleichungen: 


/ oU OV 
beyırs—bsys@,) — (b,4,9,2%5;— b;4;Y3%;) FT = 0, 
DU, au, 
(I N \ ] oU b b Ö V 
(b»-b)y.9:+(@-@)2.23} 5, — (ba, —ba,)yY +0 (a—a,)2,0| — = 0 
IU, h 


und vier andere, welche durch eyklische Vertauschung der Indices aus diesen 
entstehen. Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass U von , und V von , 
unabhängig ist, und dass also bei passender Wahl der unabhängigen Ver- 
änderlichen beide Grössen gleich 1 gesetzt werden können. Dann nehmen 
die Gleichungen die Form an 

dx, = (by; — b;y;2,)du,+(b,a,y,2;—b;a;Y; 75) du,, 


15.) 
Gau | dy, = ((b»—b,)y:954(a,—a;) x; )du,+((b,,—b;a;)yy;+a, (@—-a;)2,T;)du,, 


deren Integration, wie zuerst Herr Schottky*) angegeben hat, identisch mit 
derjenigen der Gleichungen (12.) ist. 
Wegen der zwischen den Grössen b, und a, vorausgesetzten Relation 


darf gesetzt werden 


(14.) - = ma,+n (a=1,2,3), 
0. 


Führen wir nun an Stelle der Grössen «,, «, zwei andere unabhängige Ver- 
änderliche ein, welehe durch die Gleichungen 

du, = ndr,+n'dı,, du, = mdı,+m'dr, 
definirt sind, in denen m’ und r’ Constanten sind, welche der Bedingung 


1 


/ . ! ! 
(19. n.m —m.n = II (ma, +n)=-——— 
N . b, b,b, 


in a=1,2, 
genügen, so nehmen die Gleichungen folgende Form an: 
(de, = (pa;—Yy2,)dr, + (©9203 —C;Y32,)dr;, 
lady, = (— 6) 2,2, dt, + ((&©— C)yY+ 6, (© — C)E,X;)dr;. 


wo zur Abkürzung 


(16.) 


\ 


A m'a„-tn' m' 1 b, 
(17.) > — = ———. 
MAa,tn m m b,b,b, 
gesetzt ist. Es ist dies aber offenbar die specielle Form der Gleichungen 
(13.), auf welche man geführt wird, wenn die drei Grössen 5 den Werth 1 
haben. Es würde sieh übrigens das Problem noch mehr speeialisiren lassen, 


*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1891. 
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indem alle Fälle, bei denen der Quotient 

6, 

e—tc, 
denselben Werth hat, sich auf einander redueiren lassen; jedoch hat das für 
den weiteren Verlauf der Rechnung keine Bedeutung. 


- 


89. 
Die Darstellung der Grössen x,, ya durch hyperelliptische Functionen. 

Nach den Ausführungen des vorhergehenden Abschnitts können wir die 
vier Integralgleichungen (6°) und (6’.) ersetzen durch vier andere Gleichungen. 
welche sich ergeben, wenn die Grössen b, sämmtlich gleich 1 gesetzt werden, 
und die Grössen a, mit den Grössen e, vertauscht werden. So erhalten 
wir die Gleichungen: 





2 +2+2 = hu, 
(60) ut t+tsm ty ty +y = 2h+k(c ++ 6;), 
h —- (52% +56, %+0,923)+ ec yıtayı+ 63 Y; = —,, 
| ey tn yp ty = hr 


Dieselben lassen sich, indem wir sie mit 
”-s(1 +40), 5, —1, 2Yl@s—c,)(s— 6,)(s-c;) 
multiplieiren und addiren, in eine Identität bezüglich des elliptischen Werthe- 


/ i re je, . = . . 
paares s, Y(s—c,)(s—c,)(s—c,) zusammenziehen, nämlich in: 


ir u. L, / en Y. A 7 
(18.) a:=1,.2.5 } s—C, 
> k,s’+2k,s+k, -2%k;} (s— C,, S- Bi Ss Cz . 





Die rechte Seite der vorstehenden Gleichung verschwindet im all- 


s 


(S--C,)(s— C,)(s—c;,), von denen allerdings 


semeinen für vier Werthepaare s, V( 
unter Umständen mehrere zusammenfallen können. Diese besonderen Fälle 
stehen zu dem allgemeinen Falle in demselben Verhältniss, wie die von 
Herrn Fennel*) behandelten besonderen Fälle zu dem von Herrn Weber dureh- 
geführten Speeialfall des Problems; auch hier führt das Problem in den 
Ausnahmefällen auf elliptische Funetionen. Wir wollen sie im Folgenden 
von der Betrachtung ausschliessen; man wird übrigens leicht übersehen, wie 

*) Ueber die Bewegung eines festen Körpers in einer tropfbaren Flüssigkeit. Inaug. 
Diss. Marburg 1888, Progr. Cassel 1588. 
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die im Folgenden durchgeführten Betrachtungen zu modifieiren sind, um sie 
den Ausnahmefällen anzupassen. 

Setzen wir nun in die Gleichung nach einander die vier Nullstellen 
ein, so erhalten wir vier READER: 


Case: (m. Ve) IE) 


Vs; 6. 


-+9y,Vs; rg‘ — () B=1,2,3,4), 


{ 


die offenbar nieht unabhängig von einander sein können, weil die Gleichung 


>x,= A, sieh aus ihnen nicht ableiten lässt. Aber auch analytisch lässt 
sich Pi leicht einsehen. Bezeichnet man mit w(s) die Funetion 
(20.) v(s) = (8-81) -8)(8-8)(8 8), 


so wird, unabhängig von dem Werthe der Grössen « und e: 
(21.) B3 1 1(s;- - 6, )(85— 0.85 c,) 
ER. Vs:>— 

Ordnet man nach Potenzen von a und e, so erkennt man unmittelbar, dass 
die Coeffieienten von a’ und ®’ verschwinden. Der Coefficient von ae wird 
2.5 Vs —c,)(8:— 0,)(83—C 2). 

1238 w '(s5) 
da aber die hier auftretenden Werthepaare Nullstellen der rechten Seite der 
Gleichung (18.) sein sollten, so ist 


Bar, Ys—ct = 0 (@=123), 


Cu 


” | 2 
> | (s; —C,)(8;- ar 2) (85 - -6,) = ai = (kus;+ 2 hıs; - k;). 
und der fragliche Coeffieient wird | 
1 “ hs; +- 2k,s sa +h, ; 
k, N... Prog ap’ (s 3) ' 


das ist aber nach bekannten Sätzen der Algebra gleich Null. 
Aus der somit bewiesenen Identität (21.) folgt dann unmittelbar, dass 
jeder der beiden durch 


.( a) )—65) | ; Vs —,)(8, - | 2.) -\+e( Vs,—C, 1%) 


Ys,—caVW'(8,) = Vs -cJVw6, Yw(s) — Vw'Cs,) 
dargestellten Ausdrücke sich von je einem der beiden Werthe 
ul 1 Te T IE: =) ; 16: —6,)(,—6,)(,— 6) =) (Lat re Vs, Zee) 
p Y$,—Ca rw ($,) Y 8,6] 7 '(s,) V v (5, Yy (s, ) 


nur durch einen eonstanten, d.h. von « und eo unabhängigen, Factor unter- 
scheiden kann. Es fragt sich nur, wie die Zeichen der Wurzeln Ys;—e, 
zu wählen sind, damit die Ausdrücke mit gleichen Zeichen aus beiden 





RE OEENEREEER 2. 
ET char cn PRRRRETE 


A SEFLhRn 


ER 8% Ba Sr ESOELAT 
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Reihen einander entsprechen. Dazu ist offenbar erforderlich, dass 


Va -)a-9) |; VE-Ia IE a) u 2, De 





Ya Vle) — Vena ws) _ ws) VW'es,) 
Vo —c,)6, —6,)68, —&,) +i 6, "7 )(8, 6, )($; er c,) VS,—Cu ri V8,--6. 
Vs, —c.Yw'(s,) YS,— Cu Yw'(s,) Yw'(s,) Yw'(s,) 


werde. Benutzt man, dass die rechte Seite der vorstehenden Gleiehung dureh 


Ys,—c, e Y,,—c. 

Yw'(s,) Yw'(s,) 

VS—Ca _,; VS. 

Yw'(s,) Yw'(s,) 
ersetzt werden darf, so erhält man nach Fortschaffung der Nenner die 
Gleichung 


\ Y(,—e,)(s, _ c,)($, er c,) 44 YV(s, 7 c,)s, Si C, )(s, Fang C,) ı Vs, 5 © ä N ] Ss, C 1 \ 


 Y—e,Y yes) Ys—caV/w(s) VW) Yw'(s,) ' 
Ir u 1 Vs, —e,)(8, —C,) (5, —6,) +; Y(8,—0,)(8, B 0,8, —6,) I) VS, —C, ; 18, —Cu | 
Vs, —c.Vw'(s,) Ys,—c.Vw (6) wel)  Ve,)' 


welche sich wegen der schon abgeleiteten Beziehung 


>> V(s;—c, )S3— C,)(S3 3 C,) 


= UV 
B=1,2, 3,4 w(S;) 


auf 
/ . . 79 R R Ya 
Ü- Y6 —c,)(8, —6,)(8, —6,)(8, 01 (8, ri )($; vr. c,)($, —,)% —C,) 
Y w (8,) I w'(s,) Vs, 6. vs, 6, 
fe ‚ ’7? . \/e Su 
Be l ($, —6,)(8, —6,)(8,—, )(8, en. al. ($, —C, (8, —6,)(8, c,)(8, RzE C.) 
Yy(s)/ w@s,)Vs, —cuVs,— Cu 
redueirt. Setzen wir zur Abkürzung A,s’+2h,s+k,==g(s), so ist für jede 


Nullstelle 


E> 9(83 
Ve) -e) ac) = 2, 


sodass die vorstehende Gleichung übergeht in: 
{ko (8, — Ca)(8,— Ca) — g(Ca)} (8, —$,) EEE (k,($, —Ca)(8, —- Cu) g9(ca)/ (8, —$,) ’ 
Yws)V ws) Ca) Ve, —E, vols)Yw(s,)Vs,— 0.18, —C, 
Man übersieht leicht, dass 
s,—$ s—s, 
(21.) ran = al 
Yw(s,)Yw'(s,) 
Journal für Mathematik Bd. CIX. Heft 1. 
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gesetzt werden kann, wo » je nach Wahl der Wurzelzeichen eine ungerade 


oder gerade Zahl bezeichnet. 


Ferner ist 


(gs) — 44; (s— 0) ,)(8 6) = Kl) 8:)(8 853) 84), 


sodass 
(22.) 


wird. 


g(e.) er (— sy» k,Vs, ni C, Vs; 


Unter Benutzung dieser Resultate erhält man als Bedingung für die 


— c,V 


Zusammengehörigkeit gleicher Zeichen die Gleichung 


(23.) 


oder 


Ay = 1 


c,Ys,—e, 


Wir wollen den Wurzeln Yıy'(s;) (?=1,2,3,4) für alle drei Indices 


ce denselben Werth beilegen und dann die Wurzeln Ys;—e, 
der eben angegebenen Bedingung auswählen. 


cs —%,)(85,—6,) 
Vs —c.yw(s). 


„(= 


Ir 
DS 


(24.) 


Boa 


„(a 





Vs, 2 6, 

/ ! 
ve me ı..4'. 

Vs—Ca 


Yw'(s,) bi 


Y8-6)8 - 


Ys— 
MN 77757 
0,8, —8,)(8, — ; & 5, — 
Vs 0, w'(s,  — 
Vs, 
I, 7) 
; Vs,—c, Vs, —C, 
ED; nur vw (@ FR BEL. 
; Vs,—C, 2 Vs, BY. 
Yw'(s,) Yo (s,) 


entsprechend 


Ferner soll gesetzt werden: 


5), — =) 


Vs, —C,} Yy '(s,) 


10) 


Yw'(s 


0), —6,) 
Y,,—C. uw (8,) ) 


KE N, 


Yw' (s) 
Hu 
rw W_ 


. Vs, —ly 


Y w (s,) 


Die Gleichungen (19.) liefern folgende Beziehungen zwischen den Grössen 


Say Na 

%y - Be 

— (S,+ Nu) 0, Ss ($, 1) 
a=1,2,3 a= 1.2,3 


=0; 2 (4: .. 


[7 Sa 
—1,2,3 d, 


welche sich durch die drei Gleichungen 


a) 
(26.) b) 





Ss &+ 2m =), 


a=1,2,3 


a=1,2,3 


> £ ei 
Pi. „1 3 Su a 0, 


0) ZEE+ Z 1-0 


a=1,2,3 


1,23 di 


u ; 4.5.4 2°) =0, 


a=123 
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ersetzen lassen. Es verdient hervorgehoben zu werden, dass die Grössen 


X,; 9. nicht nothwendig den Gleichungen (6e.) zu genügen brauchen, damit 


die durch (24.) definirten Grössen $,, n, den Gleiehungen (26.) genügen: 
dazu reicht vielmehr schon die Erfüllung der durch die Gleichungen (19.) 
ausgesprochenen Bedingung hin. Diese ist z. B. auch dann erfüllt, wenn 
für jedes s die Gleichung gilt: 


> 


zu ie N RE 2 
2 (z,- a 1 a 9 +y.Vs—c,) = 0, 


a=1,23 r Y s—cC, 


und das ist der Fall, wenn 


2, = El und 9,=—4 Bere ee 4) (a=1,2,3) 
Y# (eu) Y—caV$ (cu) 
wird, wo 4 und s’ ganz beliebige Grössen bedeuten, und p(z) die Funetion 
(2—c,)(2— 6)(2—c,) bezeichnet. 
Wir bezeichnen jetzt mit z,, 2, die beiden Wurzeln der nach z auf- 
zulösenden Gleichung: 


Br N‘ 7; | N: 
21. - ’ t - = 0, 
(21.) d’— 4 d——z3 di—z 


mit 7? den Ausdruck 
(28.) L = rn" +n-+r 


und endlich mit z(x) die Funetion (2—d})(2—d;)(2—d;); dann wird 


| 2 —d;)(2, —d; 
(29.) = La de) an 
Vx (di) 
Wegen der zweiten der Gleichungen (26.) dürfen wir offenbar setzen 
Br. ) Fer } U, l 
u ee ui 2. —dE \ (a=1,2,3), 
Setzt man diese Werthe in die beiden Gleichungen ein: 
N: = 1 2 
‚(du—2;)S. „+ d? —; Nu _ ( (#7 ; 2), 
«12 2, @= 3 r FR 


welche unmittelbar aus den Gleichungen (26a.) und (26e.) folgen, so erhält 
man die Gleichungen: 


ns 


; - u f3 2 
U, (2, — 3) 2 123 Wr ee A. ( 2 3, ) m} =, 


1,2,3 di 


2 na ; € Br ) Bm 
U: (2: 2) =, (d} —2,)' e=123 d: ni m A 0, 
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oder anders geschrieben 


LU G—3,)" 2, ‚Y 
(di—3,)(d}—3,)(d3—2,) er F ER I: ” 
L’U,(2, —2,) 2, 
rt x .n 
Setzt man nun 
(30)  Z; = V3;(-di) (2, ln r 77 di A ) = 9, 
so ergiebt sich, passende Wahl der Wurzelzeichen vorausgesetzt 
Z a 7 
U, = Ya, 7 U, = 12,2 —- 2, ie 


(3, —3,) ö e” 2,(2,—2,) 


es wird also 


(a =. 1, 2, 3). 


j e Vz: 2 Z, Z, 
(31.) u 3 ee 3, (3, —d}) ED 


Um nun Z dureh z, und z, auszudrücken, verfahren wir folgender- 
massen. Es sei z,, y, («= 1, 2, 3) ein zweites System von Grössen, 
welches den Gleichungen (19.) vn; &,, n, seien die Grössen: 


0. (Ye —0,)(8, a9) „; 8,0), 6,)(8,—6;) 
| Vs, —c.Yw'(s,) Vs, c./ (8) 
' Ys— Vs, 

er" re) 

En ‚(Fe a) 5) 5) _; Ya —-,)@, =4)) 
| Ys, —c„Yw'(s,) Ys,—c.Yw'(s,) 
Ys—0. ; 78 %). 

VW) vw) 
Dann müssen sich natürlich &,, 7, in derselben Weise durch drei Grössen 
L', z,, 3, darstellen lassen wie &,, 7, durch Z, z,, 3. Indem wir nun zur 
Abkürzung 


Y(3, di), di) 


+Y, 





RER . Y3, 2 Li. % ee La 2, . RP R 
(32 ) Vx (di) du; O. an Billa 3, (2,-- di) R, (2, —d;) ) ” 
os BE SR 
Va, — di), —di — MN» ' V3' 3, Z, Ha Z, FE R 
ww d: Q,; Q, 2" 3), ( z (z' —d?) a) u 
IX 


setzen, erhalten wir: 
V(s,— 6,)(8,- —0,)(, — -6,) Vs — 
-Y,RC,)2i Ä 
aa Y,—c./w 8) ZB 


Vs, —c,)(s, —c,)($, —6,) Ys,- 6, lE n' gr r ' ! 
En. rn 2 &m.—&n) = LU(R.Q,—-Q.R.). 
VS, —Ca Yw(s,) Ya (s,) ) \ A 
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Wie schon vorher auseinandergesetzt wurde, genügen die Grössen 


:—c, (!_ _co\s_e 
| LL Ä ice und —2 Pe re Le 4) 
VW’) Yp'lc.) Ve)’ —0.Yw'(8') 


den Gleichungen (19.) für &,, y,. Netzen wir speciell s =s,, so werden 
die zugehörigen Grössen & und 7 bestimmt durch die Gleichungen: 





RT DE 2i IV, — 6,8, 6), —6,) Vs C, 

(33, IN)  VoedV—un Yu) 
= Y(s, —c,)(s,—c,)(s, —c,) V8,—c, 

Vs, —c.Yw'(s,) Yw'(s,) ‚’ 


sodass die Grössen &) den beiden Gleichungen: 
++ et, 
2 1 ) zu? 7 1 ar ? | 20? 


genügen, deren Lösung wir offenbar in der Form 
Vdi—d: did: 
x (de) 


ansetzen dürfen. So erhalten wir folgende wichtige Gleichung 


(34.) zu 


' Fi 2 
- 37% LL Vx (di) ’ 
(35) Yp ea. yı- year) = —— HF (R,0,-0,R.) a=12>, 
" Yydi;—d’did: 

welche für jedes Paar von Grössensytemen gilt, die den Gleichungen (19., 
(renüge leisten. 

Das ist der Fall, wenn x,, y, den vier Integralgleichungen ge- 
nügen, und 


TER: Ys—e, y- Y(s—c,)(s—c,)(s—c,) 
4 vr)» °°  Vs—cnV Ye.) VfCs) 


wird, wo 
fs) = khs’+2h,s+k,+2h,V(s—c,)(s—6,)(s—6;) 
gesetzt ist. Dann wird aber offenbar nach Gleichung (18.) 


Ss (2,Y,—%,Y.) Y (C,) un 1 


a==1,2,3 


und also 
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| 





ie BE eng enge 
(36.) u j ”n S,, di—d?d: d: (R, Q, 0,R,) ) . 


1 


Nachdem so die Ausdrücke 


Vs—c, 


/ " ag 
Y(6s—6,)68—6,)(8—6,) +, 
/ % 
Ys—c.Vf(s) Yf(s) 
durch hyperelliptische Functionen dargestellt sind, ist es leicht, z, und y, 
selbst zu ermitteln. Man betrachte die Grössen s, 3,, 3, als Functionen von 


5 F: ds 


”  216-e,)(s-0,)(@-6,) ' 


77 


und setze zunächst = 0, so erhält man direct 


U T [77 
oder - 
Yk, J 


Differentiirt man aber die allgemeine Gleichung erst nach 7 und setzt dann 
r gleich Null, so erhält man offenbar 


Ya __ Tu, 


J J“ 


und daraus mit Hülfe des erst ermittelten Werthes x, die Grösse y,. Sind 
aber einmal die Componenten des Impulses bestimmt, so erhält man die 
Componenten der Geschwindigkeit durch die Gleichungen: 


u=aL, ah, we, p=by, geb, r=b;Y; 


S 6. 

Ueber einige Eigenschaften der hyperelliptischen Funetionen und ihre Anwendung 

auf das vorliegende Problem. 

Die Grössen z,, y, lassen eine bedeutende Vereinfachung und die 
Ausdrücke für die Componenten der Geschwindigkeit eine für die weitere 
Behandlung des Problems wichtige Umformung zu, Dank einiger Eigen- 
schaften der hyperelliptischen Funetionen, welche in diesem Abschnitt ent- 
wickelt werden sollen. 


Es werde im Folgenden bezeichnet mit Z, die Function: 


f 


(37.) Z, = VR(s,—e)(&,.- e)(8.— &)(3.—6&)(3.— 6;) (a=1, 2) 
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und mit 2(z) die Function (s—e,)(3- &,)(2—e;)(2—e,), wo R, e,, e,, e,. 
beliebige constante Grössen sein mögen. 


(38.) 


(39) £, = 


Ferner sei 


VG —e.)@,—e.) 


A, Ya, — e,) (2, 2 


Ga) Goa) 


Dann bestehen folgende Gleichungen 


a==1,2,3,3 
ae; 
o=1,2.38 


Ss 


a—1,2,3,4 


H; 
z 


(40.) 





Hieraus folgen, wenn 


2 H 


- 
aa 


WR 5? 
2,3,4 ade 


a=1,2,3,4 R5 —E6, 


gesetzt wird, leicht folgende vier 


ZH, dH,—d, 


Gleichungen für die Differentiale 4/7: 


e,H dH, =VQ, 


zZ. dH, = — IR Y(z, —6,) — 6) dw;, 


ze,=,dH =—1RY(2z,—e,)(3,— e,)dı.. 


Die Determinante dieses Gleichungssystems, 


H,e, Hse, 


hat einen ziemlich einfachen Werth. 
Man erhält zunächst, wenn 


Va ——z Z 2, Z.3 £ Z Z. 
} (0) u z zu ) == A, —) (3—0)(8—e,)( au Te ur 
1 0 2 0 "u 0 2 


gesetzt wird, 
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ie ss & 

| 2 2 2 2 

H, (AHBz)A+B) a & 6 ei 

AI u 11 a tum . 2 - | 

a=1,2,3,4 (3, —a)(2,—,) (2, —3,) re 

'1 1 1 1 

ea 85 & 

|» m R 

e 1 “= aaa —& 
= 42 MI —— — TOTEN ie 2 °, 
=1234 Veb'(e,)Y(z, —ea)(2,— Eu) 'e e; e, e, 

ı1 1 1 1 


Bis auf das Vorzeichen muss nun die rechte Seite offenbar übereinstimmen 


mit RY(z,—e,)(2,—e,); wir können also setzen 


Ber RER 
A — eR\ (3, —e)(2— 6), 
wo &e einen der Werthe +1 bezeichnet. 


Bezeiehnen wir nun mit &,;,; den Werth + oder —1, jenachdem 
die Permutation «ßyd der Grössen 1, 2, 3, 4 gerade oder ungerade ist, so 


können wir schreiben 


0 H H, H; 
,.‚|0 «&H, eH, H; 
(41.) dH, ET: = 8 | r> = 2 i 
- div, Op -, -S 
‚dw, e; E e,=, 65-3 


und hieraus folgt leicht 





0 H,; H, 
EE, IYc | on) ef 
H,dH,—H,dH, = - dv 5 5, 
(42. | u = 
N ) | dw; Fr e, _. 
&.Euayd -; | 
7 (dw, — e;dw,)Z;H,—(dw,— e,dw,) H,;=,\. 


Für die Grössen dZ, erhält man die Gleichungen: 


3 H,dz,=RVY(s,—e)(&-e)dw, = e,H,dZ,=RV(z,—e,)(2.—e,)dw;, 


a==1,2,3,4 a=1,2,3,4 


= ze, . v, ze, B d-, v. 
[4 „2,3; 


Sie ergeben die Ausdrücke: 
vo, ,& HH, HH} 
(43,) de. = &.&uay) | AW: e;H,;, e,H, eh 


u} 


























F. Kötter, über die Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit. 





und 
dw, MH, H. H,z,+H z, 
u 1 m 6,3 dw, e;H, e,H, &H,;=5+e,H,= 
4 ee > z . 2 rain 
a — 0 y . st 
3 0 e 7 ni e, IH es =; 4 R e. N 
= IA! 
= (4) dw, HM; I, 
4 E.E4r0 
E' = —R 57 dw; e;H,; e,H. 
0 ke) Er -)E, 
> €.E,Ayd 7 \ er H 1 2 \ Y er ] / N 
= —R — I \(e;—&)=;H,(dw,—e,dw,)—(e,—e,)=,H,(dw.—e;dw,)|. 
Weiter wird 
Ba SE Ms 
0 HH AA wo 
„sdH = —l88 .3 Br” 3 =, 
6 7 =. aßyo PR . - _ .)» 
dw, ns =, ns 
dw, Can &,., CS CR 
0 I, MH 1 
dw, —e,dw, 0 e;I1. e, H. es _ 
— — u. aAyo n -_ ) IM; 
ed 1 =, 4 0 
e5 Ez; e. = (0) 
0 I. H, I, 
dw,--esdw, 0 e;,H,; eH, ah; 
-— =). 
| a 0a 08 1 4 n =; 
3 Eu e; 4 e, =, e u 
® Hier lässt sich das zweite Glied noch umformen, indem man Z, als Factor 
a zur letzten verticalen Reihe der Determinante zieht, und dann die vorher- 
h gehenden Verticalreihen nach der Multiplication mit Z,, Z;, Z, addirt. So 
: ergiebt sich unter Benutzung der zwischen den Grössen Z,, //, bestehenden 


Gleichungen: 


FR ’ dw, — esdw 
=;dH, a —38 Ensyd (e; Ks e,) (e, 6) MH; HH, Rh f | 


in 
) 


Eu ge es 
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() 





wir sehliesslich 
(45.) „dH_ — II d2; 


e3— 0, 


H 218.8 ..,1(e 
’ ’ y4 ı\e 


/ / > CH 1 Es 8 


chung transformiren; 


sesetzt wird. 


Vertauschen wir aber 
wir die Gleichung: 


= gg — 
ea —e5 


if 
/ 


Bezeichnen wir nun 
eleichartiges System von (Grössen, 


Zu Balz ET. 


es ergiebt sich, 


Bau, 
= & H 5, —— 


— ee H.: 


in der 


_ıH,H,(Z1d2}— 242") + 


. Kötter, über die Bewegung eines festen Körpers 


IH; MM. 1 
e; IH, e,H, e 
En gr 0 


dO. 


AR 


Cap Bi 0 


B. MI. es dır 


— u do r) 
l A FR U) 
e5 e P/ P e, & V 
Nachdem wir in ganz ähnlicher Weise /,dZ, 


durch beigefügte 


=,dzy\+2,2,|H,dH, 
e,)H,H,R(dw,—e,dw,) 


— e,)H, Hs R(dw,—e;dw,) — 


Nun lässt sich aber Ren Hülfe der Formel (45.) die MR Seite dieser Glei- 


wenn 


<dH;— H; 


ea ed 


— tr — 


Zu 2) 


Accente ein 
so erhalten wir aus (42.) 





dw, —esdw, 


e,„—e5 


„—e.dıw, 


e,—ey} 





bereehnet haben. 


7 


— H ‚dis: 


{ 


= s( dw, — e, dıw,) 


a 


ZN oO ee AN / ' 
w,)dw, + - , f(w,, w,)dw, = df(w;, 1w,) 
oWw, 


.d 5 


da;|. 


in einer Flüssigkeit. 


zweites 


und (44.) 


erhalten 


e,)H,;,H,R(dw,--e,dw,)— 2;2,(dw,—e,dw,)| 


ganz 


IR =,(dw; che 


SO gewonnenen linie P mit @ und y mit 


zZ Hy\Z,dH,— H,dZ,| +2) H\H,dz,— 


0, sowie die gestrichenen Buchstaben mit den ungestrichenen, so g 


=,dH3, 


Indem wir diese Gleichung von derjenigen subtrahiren, aus welcher sie so- 


ewinnen 


z,2,(H.dH;— H;dH))). 
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eben entstanden ist, erhalten wir folgende wichtige Itelation: 


ee f Od N B* re BR 
(H,2,— H,Z,)( u, o)(H 4 Fi 

" OW, OHMUN 
a at i ( ( \ 2 -. 
—(H,.3,—-H,.=5,)\ ww, - w, )(Hsz3— Hs=, 

FE ’ Nom, ow, 

(46.) | | 
\, Pu ur / ( ( \ zn ia 
— ı(H,=, H,=,)\ <— 0, -W,)(H,=;.— H,=; 


ü a oOW, Ott 


64 f 


€ PR ( ( I m u. R 
—(H,2;—H,2;)\ + eu) HE-H, ya 


( In O/AiND e P 





in welcher », und », ganz beliebire Grössen sind. edenken wir nun, 
Jass das Produet 


II vP(e,) = e (a-e)e&s—-e)(e, —e)e&—e)&—e)&;—e, 
1,2,3,4 p En PR y 


ist, wo & = +1 ist, und dass demzufolge: 
\Pfe;)\Pfe,) " e;—e 
YD'(e,)yB'(es) ee) 
wird, so kann die obige Gleichung unter Einführung der abkürzenden Be- 


zeichnungen 


en Eee €, 
(41.) Fk | . 
| P,= P.(w,, %:, 8, ©) = (H,=,—-H.=.)VP (e si ) 
kürzer folgendermassen geschrieben werden: 
© h \ 
P,( w,-+ w)P,—P ( 0, o,)P; 
z om, cw, \ow, eu / 

(48.) | 3: 
j i "Ip/(_° Er \p u GE De > 

" €, € I y\ ‘ ! ww, ] 1 0); / — N‘ r U u, I ( 

R > ow, ow, sch som, ow, ai 





Durch eyklische Vertauschung dreier der vier Grössen e, , 7, 0, 


z.B. von a, P, y, erhält man noch zwei weitere Gleichungen. Multiplieirt 
man diese Gleichungen mit P,, P;, P, und addirt, so erhält man die fol- 


sende Gleichung: 


Od OÖ { f fi 
> v > y ’% x / 
1 I [ z w, + — @,) en 4 w,- 
s ow, ow, / a—l,?, x Now, 


)P; = V. 


se ° a=1,2,3,4 om, en 

Aus ihr folgt, weil sie für d=1, 2, 3, 4 gilt, unmittelbar 
(49) P+P:+Pi+Pi = 0: 

es erfüllen also die drei Grössen 


A 
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die Bedingungen, welche die Richtungseosinus einer Geraden zu erfüllen 
haben; für diese Ausdrücke folgen aus Gleichung (48.) die Differential- 
gleichungen 





nn n 
OA, OA, 
— 0,4 ——- W; 
(51 ) ow, ow, 
91. i e h 
R 0A; 04; OA, OA, 
= 8 A. A) ’ UV, n ı WW», —A; 7 N w, = nn ! WW; “ 
vr ’xow, ow, P\ow, ow, 


Wenn wir mun 


e.=d a=n39, 3=ddd, =0, R=—..; 

| | ı4,d; 
setzen, so gehen die allgemeinen hyperelliptischen Functionen in diejenigen 
über, auf welehe unser Problem geführt hat. Man übersieht leicht, dass 
man erhält 
(39°,) (2,9, —Yy.x)VYp (c,) u P, (2@=1,2,3), 
Wenn nun x,, y, ein System von Grössen ist, welches den algebraischen 
Integralgleichungen der vorliegenden Aufgabe genügt, und wenn 
 _ Name) Vs—c, 

Fa ae 
Vs—c.Yfes)V #'(e.) VIS)Y PCC.) 
ist, so wird, wie schon hervorgehoben: 
LL' 


a) ee‘ 
- | 2 PH, 
u a=1,2,3 * 


Yu 


& 


und das kann bei passender Wahl der in /, neu auftretenden Wurzeln 
gleich öP7' gesetzt werden, so dass sich ergiebt 
ort (sc er s—c. s—c, Rn 5; 
(3: A TC, Y( aD E K % +y, ] — of > (a=1,2,3), 
Ys—c„Vf(s) fs) s 
Wenn wir aber in Gleichung (35°) x,, y, als Functionen des beweglichen 
Werthepaares w/, w, und der Grösse Z’ ansehen, so können wir differentiiren. 
und erhalten: 
Ä Kaas LL' (OP OP, ' 
(z,dy,—y.dz,)VYp(c,) = m de Aug! dw,+P,d(InL)\. 


n, 7 
u \ CO w, 


Setzen wir nun für L/,, w,, w, das System von Grössen, welches zu 
dem mehrerwähnten speciellen Grössensystem x,, y,, gehört, so erhalten wir 


' ! IE ) oP, ! oP ! 
(z,dy,—y.d&,)Yp(ce,) = -—- de, + —— dw +P,d\nL‘\. 
re Y } Y , f \ ) P, ow' 1 ow', 


b ee ber re sl en % A RN 
r n ano ze ao har ER Te ie am ee u 
k all Sri Fa nie Sale NET T ET SE v2 
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Um den Zusammenhang zwischen den Differentialen zu ermitteln, quadriren 
wir die Gleichung (35°) und summiren nach «; so erhalten wir 


- | But. 
” ! 2 ! \ 4, ? 
(B2.) [7 = (Tu9. I T,) f (C,) he u‘ F, 


und hieraus dureh Differentiation: 
> (z,y,—y.2,)(x,dy,—y.de,)Y (e,) 
a—1 ae 
( oP, 0P 


ir j} Br 4 N > z 
— I dw, + + dw-+P,din!.\. 


u‘ tow! ow), 


(53.) | 
Setzen wir nun nicht nur für x,, y, das oben definirte specielle Werthsystem. 
sondern für x,, 9, ein ähnliches derartiges System: 


Yt—c, Y(t- ec, )(t—e,)(t— c,) 
c.= y.= - u 


1/4 


Yela) Yi—c„YY(ca) 
so wird die linke Seite der Gleichung (52.) identisch gleich Null und 
also auch 


d. h. der Quotient 


H, 
hat einen von dem speciellen Werthe s unabhängigen Werth. Umgekehrt 
führt, wie leicht zu beweisen, jedes Werthsystem w,, ®;,, für welches der 
in Frage stehende Quotient diesen Werth hat, auch auf ein Grössensystem 
von der Beschaffenheit 


' Ys—c, ' en (s—c, )(S—C. \(S—C,' 
2, — 1. { y Br ji ] Ex ,) x 


Yy'(c.) ; Vp'(e,)Ys-c, 


! 


Setzen wir nun in die Gleichung (53.) für z,, y,, x, y. die eben erwähn- 
ten Werthsysteme, so muss offenbar auch die reehte Seite dieser Gleichung 
verschwinden, sodass unter der gemachten Annahme 


= Pl )EYa—Yarı)(Fudy, . y.de, = V 
a=1,2,3 
wird. 
Bei der völligen Willkür bezüglich der Grösse f zerfällt diese Glei- 
chung in die folgenden vier: 


— 3 — ! R er ' ' 
| Zr,de,=0, Zco,2,.de,+2y.dy, =, 


(54.) 
_ T ' — ! _ ! ! ' > ! ! 
| — (C,66, 2 dz,+Zc,y.dy,=V), Zr,dy,+Zy,de, =. 


[74 


ge von einander sind, sondern 


Dass diese Gleichungen aber nicht unabhäng; 
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nur drei Gleichungen repräsentiren, erkennt man daraus, dass die Gleichung, 

aus weleher sie entspringen, erfüllt ist, wenn z,=r,, y„=y, ganz unab- 

hängig von den Werthen der Grössen d,, dy,. Nun findet man sehr leicht 

tolgende drei partieuläre Lösungen der vorliegenden Gleichungen, nämlich 

> Y, Y;, C,&ı. C,%,, 6,%;, 

ll. a9, ©Y, GYı, —G6G0, —G6E, —CG%, 
Hk: 9, 0, 0, 2: TC, %,: 

;odass allgemein geschrieben werden kann: 


vom 


\ ! ! R ' ! ! c, C, C, ! | 
50.) de, = Ty,+T:cC,9,., dy,=Tıc,2,—T: I g,+1%5r.- 


Die zugehörigen Werthe dL’, dwe,, dw, erhält man durch Differentiation aus 
den Gleichungen 


= ı) ee 2 hr * 
— 1, rn L . | „’ . > — U) (73 1. -), 


L} 


nämlieh 


LdL' = Er dr 


la#'ja9 

dz dz. 
dw, = —- + 
a TE 


96. n,dn, / Z Z' \ 
F < I» PP x A io B; 
= id, ) 


NE ae 
n.dn,, \ Z Z, 


1-3, 1 -di)@ —didid}) (6, —d2)@, di di)‘ 





dw, = 2dd,d; 
= 


\Yir lassen jetzt s unendlich gross werden, und zwar nehmen wir ein solches 
Werthsystem, bei welchem die vier Wurzeln 


Ys—c,, Vls-c,)(s-6,)(s-6;) 


das gleiche Zeichen haben, und Yf(s) dasselbe Zeichen wie J hat, dann 
werden die Grössen 
Lt, = y = - 
Be 


Die Grössen dr,, dy, werden dann weiter, falls 
u T. 
— lim —— = 7, 


sesetzt wird: 


z 


nis \ 
\ I) . ) 
“ Pi 


\ 


2 nk a see ie ua 
j 8 FRE, Il ER Ba Anal DEZ 

re a Fi Pi 2 Kl a Bar na ae ar u 

r KT RREEN LERE NEE NR Bm, RT 12 FG 








ee a 





a ee 


Ran SE ARE FERN 


RER EARTH BAR SORRCRNREE 
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RE 
ERERENTTTENER 

















jah 
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EN 1 nr ENTE Be % ei 3 
33 BE SEN BE ARTEN \ 


ns 
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Wir betrachten zunächst den Fall ,=r,=0 und setzen 


3 e; Fr dL' Fi / 
(D%.) dw, = — Aid , dıu=- Eu D 717: A ; 


die Grössen fi und f; haben dann, wie leicht zu erkennen, die für das Fo! 


eende wichtige Eigenschaft, dass 


(+ (Zn = 0 
ow \H, oWw, H!/ 
ist. 
Setzen wir aber 
ss =mbbb,Tr, = —mbbb,r, =, 


so dass also mit Rücksicht auf Gleichung (17. 


dx, = 


b, 
z u 
JYy'(e, 7 | 


wird, so mögen werden: 


fi (7 dL f,t 


(58.) dıv, nr 


/ 
Auf diese Weise erhalten wir 
ERDE N 
(29 .) LT” = Ji p 


1 


(n9”.\ . ! ( OP, Pr OP, 7 ıLp p\ 
.) Fin P, \c wm. fi u f: | P,f) 


und 


Bf ar. oP, 
b.Y. Ben pP \ow' fi am! 
4 l 


(59°, 
\ u ı ) Or 


h+Pıß). 


Um nun die Abhängiekeit der Grössen we, und ww, von der Zeit zı 


»'D 
finden, verfahren wir folgendermassen: 


Ks ıst nach den Differentialgleichungen des Problems 


dx, or, dw, Or, dw, 


— 6,5, (b;y;2,—b,y,x; 


di Om dt ow, dt 


l 
104; . OA; „\ 2:7 Fr oA 
WE Ab + - A, | 
A ) 7 \ ( w fi 
und das ist nach Gleichung (51.) nichts anderes als 
- O8. - Or, \ 
ie (- Ar y' 
Man erhält also für @, und w, die Gleichungen 


i 


(60.) dw, =ief,dt, dw, = ief,dt. 
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Wir schliessen hieran die Ableitung von Formeln für die Componenten 
der Fortschreitungsgeschwindigkeit, welche sich für die weitere Behandlung 
des Problems geeigneter erweisen als diejenigen, welche man direct aus 


ua, (an, W=GL 


erhält. 
Die Formel 
Oo —— 
= 7 ief, 
Rs ih. Mn ; 7, | 
PR Be P, (Zw ht f.4 41 sh) - Arp (- fit: Ow), Er P, ‚R)\ 


oO ’w' 


silt für alle Werthsysteme (w,, 5); es kann auf dieselbe also auch erst 
die Operation 


(U) AU =. OU ; u( wi Olnz! ı; Olnz’ ) 
* (U = dw! f: j Ow! f»+ f; | Ow! + Om), f: 


angewendet werden, und dann erst für w,, w, dasjenige Werthsystem gesetzt 
werden, welches wir bei Bildung der Ausdrücke x,, y,, b,y, benutzt hatten. 
Für dieses ist aber 

Om, .., OU Oln #} oln #} 
geht f: = | -fi+ nt f: 


ow ow' 


und in Folge dessen auch gleich 


OlnP, fl- OlnP, fi 
2 P x e- “ 2. 
ow' ow' 


Auf A,=i-,- angewendet, giebt demnach die fragliche Operation 


(3 Pe P.fs) = Ya; 


fi+ 


sodass wir die Gleichung erhalten: 


oW ow, 


dy Eu; j Obzy; ! 16) Ob; er 
ya — b;—b,)y;Y,- . er, ( ni . + 
di (0; 2L7, Jr H ’'\ ow, fh f: 
ob, Yr ob. Ur 
er tz) 
PX Ow fi ow), RX 
Es war aber andererseits 
dy, | 
Ve lbebYolH enlar—a)2R, 


Es darf also, wenn die in der folgenden Formel auftretende Grösse f 
passend bestimmt wird, 


en, l ob, Ya a 2 but a ' 
(59".) te te) @=129 


ow, © 'w, 
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gesetzt werden. Sowohl die linke Seite als auch der erste "Theil der 
rechten Seite sind Brüche, deren Zähler lineare Funetionen von 2, //, 
deren Nenner lineare Funetionen von Z,. FM, sind. Man erkennt hieraus 
sofort, dass f; von w, und w, unabhängig sein muss. Um den Werth dieser 
Constanten f; zu bereehnen, multiplieiren wir die vorstehende Gleichung 
mit x, und addiren nach «, so erhalten wir 


’ cb,y ob,w \ 
x 2 7, 5. [ Maya pr ı oWa pr 
ER d,T, . Fi J I — I 7 \ F w' fi | ( w, f: ) 
ag un 
" Bra N ae 5, Ode „ 
> )-— =b ? r f Dr f ) - r Er 2 - > 
a 5 (aa 2) Ser u ee 
i : ( olnP, olnP. „ 
= & J-Eb,y,-+(Zb,: | ee 
f; e 23 aa” r Ya: ( m {fi ı / D, f: l:, 
Out 5, Ob 
4 F w' fi I i w' f>- 
Nun ist aber 
er ad ar. ) > “ 
32 b .» l hd. f. f — f.) ' PA (f, ( nf f, ( nF, f \ 
ar 2J/ N ow, ow, “/ J om. oWw, L. 
PET A. InP, 
a J\ , ne f 7 + fs). 


ow, 


Da nun Ir,a,+Z&b,y, m Ei lebendige Kraft ist, so erhalten wir 


4 (Pe Pr Til oP, ÖP, 
A ICH er) re) 
(61) | Ä | | 

‚ Eu ( N I, 


' IP 
te )gertt ger k)Pı = 


Der so gewonnene Ausdruck für fj Br noch w,. w, offenbar aber nur 





scheinbar; wir haben nur für w,, w, ein beliebiges eonstantes Werthepaar 


zu setzen, um den wirklichen Werth £ zu erhalten. 


Wir bemerken noch, dass bei der Bildung der Ausdrücke x,, 9,. 


b,Y., @,X,, sowie bei der Definition der Grössen dw;. dw, f;, f; statt der 


Funetion Z=  2(3--di)(&—-d)(2—d;)( di’ z d: —1) die Wurzel aus dem negativ 
genommenen Ausdruck hätte benutzt w erden können, ohne dass die Formeln 
ihre Gültigkeit verlieren; es empfiehlt sich das dann besonders, wenn das 
ursprünglich benutzte Z bei reellem z imaginäre Werthe annimmt. 

Es kann ferner vorkommen, dass die sämmtlichen Nullstellen von Z 
sowie die Grössen z, und z, rein imaginär werden. Setzt man dann statt 
der ursprünglich eingeführten Grössen id,, iz;, so bleiben die gewonnenen 
Resultate ebenfalls der Form nach völlig ungeändert. 
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Sur une question de la theorie des nombres. 


(Par M. D. Mirimanoff a Geneve.) 


| 

Doient d une racine primitive de lequation &#—1=0 (4 etant 
premier), # le nombre des elasses des nombres ideaux formes avec 6, a le 
premier et b= le second faeteur du nombre 4°) Je suppose que le 
nombre J/ soit divisible par A; dans ce cas 4 divise le facteur a; quant au 
facteur b, il peut ne pas &tre divisible par 4; M. Kummer a fait voir, en 
effet, que le facteur 5 ne contient pas 4 pour 4 = 37, 59 et 67 qui sont les 
seules valeurs de A inferieures A 100 et telles que «= 0 (mod. 4) **), 

Je vais donner un nouveau eriterium de la divisibilit@ de b par 4. 

Posons 
(1—0P)(1— 0°) 
(1—-6)(1— 0") ? 
g €tant une raeine primitive pour le module 4. Le facteur 5 est divisible 
par 4, s’il existe un systeme d’exposants entiers m, m, 


= 2v--1l, e(6) —— A e (0) (2=0, 1, 2... 9-1), 


# 


oe m,_, tels 


v3) 
que eivei"...e,/; soit egale A une puissance 4”, sans que tous les m solent 
divisibles par 4. 

Posons, eomme la fait M. Kronecker dans sa Dissertation inaugurale 
„De unitatibus complexis“ (t. 95 de ce Journal): 


, >) 
m._9 m..+ mc +m,_o92#* ! 
m, (Mm v2 __ ) 107 yv—? m(x) 
eme". eo =e = e"@). 


ıl viendra 


m n(x) m n(x 
(e' a nr (x).n(: 7 
pourvu qu'on reduise Vexposant m(z)n(z) A l'aide de la formule 
eı2?ı.. 121 = 0 *##), 
*) Kummer, t. 40, p. 113. 


**) Abhandlungen der Berliner Akademie, annee 1857. 
rt 98, p. 32, 
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Mirimanoff, sur une question de la theorie des nombres. 


Introduisons les unites appartenant aux differents diviseurs du nombre 


21 
v=-5 


Soient d un diviseur queleonque de v; p, q, ... les differents diviseurs 
premiers de d; posons v=d.d. Une unite e appartient au diviseur d, si 


€. € 11x 206 € Oö—1)d+23 
€,.€ı ‚€ / — 1 
X (zy—1) E4 
fi P 
An 5 € l ” 1 
Z { 1) + 
4 { 


Dans ces formules &, est mis A la place de &(9)*). >i e est une unite 


} 


Et m(a Abos . / . mer; 
appartenant au diviseur d, le symbole &”'” peut &tre remplace par & “, r, 
etant une racine primitive de l’equation #—-1l=0. Je ne considererai iei 
que les unites « donndes par la formule 


(d) 


Ad, „(d—1)d 
Pa Bm. 8 ö 


(1—-z7 (1-27). 


Soient d,, d,, ..., d, les differents diviseurs de v; on a le th&oreme suivant: 
Si e”” est une puissance 4”, m(x) &tant premier A A, une au 
(4,) 
moins des unites &”"a satisfait A la condition 
(A,) 


Eva) = pulss. 4°" 


sans que m(r,,) soit divisible par 4. 

Et r&eiproquement: 

(d,) 

Si lunite &”"a) est une puissance 4", sans que 4 divise m(r,), il 
existe toujours un exposant n(z) premier a 4 et tel que e”'” soit une 
puissance A“, 

Si done 5 est divisible par A, on a pour une certaine valeur de ö 

(4) 
gta, ame puiss. a 
lexposant m(r,) etant premier & 4. 


Cette condition est n&cessaire et suffisante. 
(d;) (d,) 
Si «a est effeetivement &gale A une puissance 4°”, Yunite "= 


")t.93, p. 22. 
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est aussi une puissance A", Nm(r etant Ja norme de m(r.,) etendue A 
. ER d: 
toutes les racines primitives de 3’ —1=0. 
(d,) 
Or & m’est pas une puissance A”; par consequent la norme Nm(r,) 
est divisible par 4. 
Soient maintenant fi, fa, ».-, f; les faeteurs de A qui divisent m(r,), 
je suppose que ces faeteurs soient eontenus 2, %, ..., 2, fois dans m(r,); 
posons R(r) = f"f*...fj’. Soit S(r) un nombre complexe tel que R(r)S$(r) 
soit un nombre existant, il viendra 
(4;) | 
re) a: puiss. zieme 
Je supposerai pour plus de elarte que les faeteurs f soient des nombres 
existants, on a dans ce cas 
(d;) 
(1.) gr) Zum puiss, „ieme 
Or tout nombre eomplexe M(r) form& avee une racine primitive de 2’ —1l= 0 
satisfait & la eongruence M(r)‘ = M(r) (mod. 2). Üette eongruence permet 
de rabaisser les exposants %,, 2%, ..., 2, au-dessous de 4 dans (1.). Si Von 
AAN . .r .., . s . ’ ” Aut I—Nn, in; 
eleve ensuite V’egalite (1.) ainsi transformee A la puissance "fi ”...f; ’ et 
que de nouveau, on fasse usage de la m@me congruence, on arrive A l’Egalite 
(d;) 
(2.) N ae u AT, 
On a done ee theoreme: 
(4) 
Pour que €" soit une puissance 4”, sans que m(r,,) soit divisible 
(a,) f 
k . > . on F . . alle 
par 4, ıl faut et il suffit que & ° soit une puissance 4° pour une certaine 
valeur de 1. 


$ 2. 
(a,) f 
., op f . - jeme A 
L’egalite & ° = puiss. 4” entraine la congruence 


(ayd 
ee =1 (mod. ‘). 


Posons v = d;d, et soient =1, ©, &, ..., Cycay—ı les nombres premiers et 
inferieurs & d,, ranges dans l’ordre eroissant, il viendra 


. 2N:% i ö 
I,(g —r’) =( (mod. ).) G=U 1 2... PlA)-1), 


N NEE ER 
An alla 2a an = ee iR SE BE ne az Ä 





BEENRNRISREE ED 2 ya 2 


ie 
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ee Ns 
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5 . 0° d; ‚ . x 
r etant une racine primitive de 2'—1=0 et le nombre z @tant premier A 


d. Il est permis de remplacer les facteurs f figurant dans l’exposant 


:# Cr 
ı de 
1) 


.n 20 

par les differences correspondantes (g 
(d,) 

Soit maintenant &, l’unite e ou une puissance complexe queleonque 


de cette unite. Developpons &, suivant les puissances croissantes de = 1-—-# 
et soit 
&, = 1+al’+bt’*'+.-- (mod. %). 


Il viendra 


5 = &l) = l+ag”t” + - (mod. %) j=1,2%,... p(d;) 
Le nombre « est necessairement de la forme 2J;z', z &tant un nombre de 
» ai x . 2) .z .» 
la serie 1, ©, €, 22.5 Eycay-ı. Flevons &, a la puissance g " —r’; le coeffi- 


. N) | 20:4 I) e’. q m oe 
cient de #* du resultat sera congru A ag "—g '”). Üe eovefficient est nul 


‚ suivant 4 si z=c,;z (mod.d;), et comme cette eongruence n’a qu'une seule 


racıne en ce, il existe toujours un facteur f tel que le coefficient de 1” dans 
&, Soit congru A 0 suivant 4 et il nen existe qu’un seul. 

En designant toujours par #* le premier terme qui ne soit pas divi- 
sible par 4 dans le developpement de e, a chaque valeur du nombre « 
eorrespond un seul facteur f tel que le eoefficient de 1” dans &’ soit nul 


suivant 4. Soient fi. f.» fr, -- -- | les faeteurs de 4 qui eorrespondent 
I1 sc de)  Fipla,)—1 | 


aa=2d,, 20; 2 20a Om demontre sans peine le theoreme sui- 
f 2 


(d,) (d;) (d,) 
. IF} . 20, . 20, $ 20, 
vant: Si les coefficients de £ ‘ dans &, de £ ‘ dans e”, de £ ° dans : 
a (d,) 
] 20, p(d4,) ff f R 5 E z i 
de 1 dans e/ar/sgcay-2 ne sont pas nuls suivant A, il m’existe pas 


(d,) 
d’exposant m(r) tel que &? =1 (mod.A) sans que 4 divise m(r). Et il en 
existe un n&cessairement si l’une au moins de ces conditions n'est pas remplie. 


2 (d;)- 
Je suppose que l’exposant f verifie la eongruence & :1 (mod.%). 
“ 7 
(a 
Restera A voir si e ’ esteffeetivement une puissance 4“, Soient Yu 12 ++:7u, 


les periodes A 20; termes, posons 


/ 


yo. 
M, = 64° 201,2... del 


di—x 
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——— n } N - ET - . dr 
M, = Ay Ya, «1 d, 7 d; 4 1 -H 1 + da-ı 7 24,—1-x (x lem li ). 


d;) 
(4,)- 


Pour que &e 7 soit une puissance 4", il faut et il suffit que les coefficients 


Ay, Ay, ..., Ay, Soient des nombres entiers. 


5 
Cas de = 31. 
Soient 
Ir f . . 2>n en g* g* 
Hd — 008 u TIBR au 9-9, u 2 +4 “ 
Id di 


il viendra 
en a, an 
ra (1—B)(1—- 0) nn | vu zu * 
Posons 
Ye = 1+ Yot Yır 
(a) 
Je designerai par & l’unite 
, d; d 
Ä BR" FB | Te 5 ® N 4 DEREN, | 6 BRMERU.N 
() ey“ r? rer ) % p ) ( q ) 
Soit d’abord 


d.=18, d.=1, 


=> d, 6=1, sell, s=313 >13. 
les facteurs fi, fs fr -- ., fi; peuvent @tre remplacds par les differences 
dom), (der), dm), don, dem), dm) 


On formera d’abord 


(15) 
4—r!! a 
€) b) 


il viendra 


(18) 
5 =1-+21f"+310"+-- (mod.37). 
(18) 
l‚e eoefficient de £'" n’&tant pas nul suivant 37, on formera «II; 
(18) E 
IT THE + 
Il vient ensuite 
(18) 
dl N) — 1+5P°’ +18 -+---, 
(18) | l 
Av dr) — 1+3P+2f' +... 
(18) 
LI HE IIPH--., 
(4) ” 
la congruence &, ° == 1 (mod.3%7) ne peut done avoir lieu pour d, = 18. 
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Les unites appartenant au diviseur 18 jouissent de la propridtd sui- 
vante qu’on etablira sans peine: toute unite qui est eongrue A un nombre 
entier suivant (1—#)” est une puissance fi"; toute unite qui est congru 
A un nombre entier suivant (1—P)"* est une puissance fifs"" ete. 

Ce theoreme est analogue au theor&me suivant de M. Kummer: Si le 
premier facteur du nombre des classes n’est pas divisible par A, toute 
unite eongrue a un nombre entier suivant 4 est une puissance 1 * 


(d,) 
On verra de m&me que la congruence & l ne peut avoir lieu. 


sid=6, 3, 2. Le cas de d,=9 fait seul exception. 


4 . ! ! ’ ! . , ' 
Boient Yu, =Yu+Yo et Yı, Ya ++, 7s les conjuguees de yı. 


(9) 
— j \A+z’)( FR 4 „ Ir, Du, Ir, > PP 
€ — (} e) oe“ au] I “iq 3) 5 Ah il ne 


Soit r une racine primitive de @—-1=0, les facteurs fi, fr fr fa» f f de 
37 peuvent @tre remplaces par les differences (4-+r), (4-+r’), (4 
A AN Y 48\ 
4-+r"), (4-+r”). 
Il viendra 


nn 


(9) 

ri 1I+53f+120+-- 
(9) 
et) 44") 1+30”’ +18’ +. --, 
(9) 

ger r? _R I R . 

IH HL +. 
(9) 


ar) 1 a7 PR +. 
et enfin 
(9) 
RT a (mod. 3). 
Ainsi 
(0,37 
e* =] (mod. 37). 
(0)>° 


f 


Reste A voir. sı &e” est effeetivement une puissance 37°“, 


Posons 
3 ! ’ N] 
M, = do „ta Yw—. Rn 2 AsYır—: Ey 


les quantites M, etant definies par la formule 


0)’ 
M, = \ &%, aan 2 
Il viendra 
a, = Mm_,+M, mu_,.+: + M;m;-_, %=0,1,2,...8). 


Les quantites m ne dependent que des periodes, elles sont donnees par la 


*) 1.40, p. 128. 
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formule 
ER | 
ne 


x 97 
dr 


| (937 
Le eoeffieient a, est compris entre 1,5 et 1,6; Vunite &,” m’est done pas 
une 37°” puissance et le second facteur du nombre des classes n’est pas 
divisible par 37 *). 


On voit, d’apres ce qui preeede, qwune unite & congrue A un nombre 
entier suivant 57 peut n’etre pas une puissance 37°, Soit e(#) une unite 
du domaine [9-9]. Posons 


a = E(); Be = (0); 
| r i 1.(0 u 
GER); yoga = &n(B) 


et 

"/ N N q® N/ gIEN 2 a \ 

(MECH)ECHN) = e(0). 

Il viendra 
6 ES 3 ' 7 

€e = Eis&ıs® ‘= E;gE e, en posant Eis — Eig&ıy« 
Dans cette expression &, est une unitdE appartenant au diviseur 18; en 
appliquant le m&me proc&ede aux unites e, e, on arrive A la formule 


929 


nah, 
Ess En en & Ctant des unites appartenant respectivement au diviseurs 18, 
9%, ... 2 du nombre 18. 

Ainsı la puissance 36'"* de toute unite ecomplexe du domaine [946] 
est egale au produit de certaines unites appartenant aux diff@rents diviseurs 
du nombre 18. 

Si &(#) est congrue a un nombre entier suivant 37, on a 

e" =] (mod. 37). 


Uhaeune des unitEs &s, &, +. & est congrue A 1 suivant 37, il viendra done 


&.8, = puiss, 37" 


et 


&(0) 
& (07) 


= puiss. 37", 


*) Comp. Kummer, Abhandl. der Berl. Akad., annee 1857, p. 7: 
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Am 29. December 1891 wurde die mathematische Welt dureh die 
Nachricht von dem Hinscheiden des Herrn Leopold Kronecker schmerzlich 
überrascht. Schwer getroffen sehen sich durch diesen Verlust alle, welche 
an dem Fortschritte der mathematischen Wissenschaften Antheil nehmen, 
schwer getroffen alle die Körperschaften, welche das Glück gehabt, sich 
seiner unermüdlichen und segensreichen Mitarbeiterschaft zu erfreuen. 

Die mathematischen Arbeiten Kroneckers haben auf die Entwieklung 
der Mathematik unserer Zeit einen so tief eingreifenden Einfluss ausgeübt. 
und sie umfassen so ausserordentlich viele Gebiete, dass eine angemessene 
Würdigung derselben an einem geeigneteren Orte Platz finden muss. Wir 
haben nur noch die Aufgabe, dem Danke der mathematischen Welt für die 
hohen Verdienste des Dahingeschiedenen um unser Journal hier Ausdruck 
zu geben. 

Der unterzeichnete gegenwärtige Redaeteur wird sich bemühen, der 
bisherigen Tradition des Journals treu zu bleiben, und bittet die Mathe- 
matiker, auch fernerhin durch wissenschaftliche Beiträge dem Journal ihr 
Wohlwollen zu bekunden. 

Die Verfasser von Beiträgen werden ersucht, dieselben nach wie 
vor unter der Adresse: „An die Redaetion des Journals für die reine und 
angewandte Mathematik“ an die Verlagsbuchhandlung von Georg Reimer 
(Berlin SW., Anhaltstr. 12) gelangen zu lassen. 


Berlin. im Januar 1892. 
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Ueber die Bewegung eines festen Körpers in einer 
Flüssigkeit *). 


(Von Herrn Fritz Kötter.) 





. 
Ueber die Beschaffenheit der Nullstellen ” Z und die Werthe der Grössen z, und z,. 

Die Beschaffenheit der Nullstellen von Z hängt in erster Linie von 
dem Charakter der Nullstellen von f(s) ab. Falls die letzteren sämmtlich von 
einander verschieden sind, können wir offenbar drei Fälle unterscheiden: 

I. Zwei Paare conjugirt imaginärer Wurzeln. 

II. Ein Paar conjugirt imaginärer Wurzeln und zwei reelle Wurzeln. 

Ill. Vier reelle Wurzeln. 

Im ersten Falle bezeichnen wir durch s, und s, zwei conjugirte Null- 
stellen, und zwar soll s, diejenige mit positiv imaginärem Bestandtheil sein. 


Ist nun 
/ 


Se BER A, Ar B, i, Y@,—6,)(5— 6%) a2 — C +D, i, 
vw'(s,) vr Yw(s,) 
so muss offenbar 








e i s.—c, )(s, —c,)(s, —c, 8,—C, 2 N 
a — +(A,—B, Ü), V&,—E,)C 5 ee 3) L - = + (C, _ D L) 
Yw'(s,) | 8, — Cu vw(s,) 

sein, wo gleichzeitig die oberen und die unteren Zeichen gelten. Die Coef- 


Vs,—c, 


ficienten von z,, y. in &, und n, werden also gleichzeitig von der Form 
Alt) resp. R(1lFi). 

Der Quotient 5,:n, wird rein imaginär, ebenso die Quadrate &, n,. Wenn 

wir die auf s, bezüglichen Wurzeln passend wählen, können wir bewirken, 

dass alle & unter einander und ebenso alle 7” dasselbe Zeichen haben. 
Bei der Bildung von d, setzen wir für s, die zweite Wurzel mit 

positiv imaginärem Bestandtheil. Die vier in d, auftretenden Wurzeln waren 

so zu wählen, dass 





*) Fortzetzung von S. 81. 
Journal für Mathematik Bd. CIX. Heft 2. 
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pm YSs—% _ _ 9(6) 1 = 
=1,2,3,4 Yw'(s;) a k, (8, —8,)(8,—8,)(8, —8,)(5 —8,)(8, — 5, (8,8; ) 
wird. Da %, positiv ist, so hat die rechte Seite stets dasselbe Zeichen wie 
= ee 
Lö Ys,—c, ie Vs, —Ca 
g(c,). Ist also g(c,) positiv, so muss, falls —=—-“- conjugirt zu — 
I RUE VW) vw 
Vs.—c, Er Vs,—c, V8,—Ca 
ist, auch [Ze eonjugirt zu ——— sein, und wenn — —— 
Yw'(s) 17V) Yw'(s,) 
zu de an: - jst, auch „a = Tr conjugirt. Bei positivem g(c,) 
Yw(s) Yw'(s) Yw(s) 
ist also jedenfalls a i 
VS —Cu ; Is 
Pe a — Era 
Ys— ; Vs 


Ye) oe) 
reell und d; positiv. Hingegen ist bei negativem g(c,) die Grösse d, rein 
imaginär, also d, negativ. Wenn sämmtliche Nullstellen s; imaginär sein 
sollen, so müssen entweder sämmtliche g(c,) positiv sein, oder es ist g(c,) 
nur für das grösste ce positiv, für die beiden anderen negativ. 
Im ersten Falle liegen also die Grössen d,; folgendermassen: 
ı<b<d<d. 
Wir können, indem wir nöthigenfalls die Grössen 7 und $ vertauschen, wo- 
durch die d;, reciproke Werthe annehmen, bewirken, dass 
dd, <]1, also did; <d; ist. 
Da nun die Grössen 7 sämmtlich rein imaginär sind und dasselbe Zeichen 
haben, so müssen die Grössen z, und z, reell sein und folgendermassen 
liegen: 
Eu << in << 
Damit nun $,:n, rein imaginär werde, müssen, da Yz,2, reell ist, offenbar 
die ursprünglich benutzten Z,, Z, rein imaginär sein, und das ist nur mög- 
lich, falls dd;d; zwischen z, und z, liegt. In dem vorliegenden Falle haben 
wir also 
<< <dE <d <<, <d.. 
Damit Z reell werde, setzen wir für die weitere Rechnung 
Er —d? d?.d: 








2 = VD) 
In dem anderen Falle ergiebt sich folgende Anordnung der Grössen d;: 
H<B<I<G;, 
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und, indem man nöthigenfalls die Grössen $ und n vertauscht: 
d<E<I0<ddd<d;. 
Die Lage der Grössen z, und 2, ist durch die Ungleichheiten 
di <2»<d<a<d; 


bestimmt. Damit nun die Quotienten 5,:7, sämmtlich rein imaginär seien, 
müssen die Werthe 

Y2,2, und Vz2,22; 
beide rein imaginär sein, und das erfordert, dass zwischen z, und z, eine 
gerade Anzahl von Nullstellen liegt. Demnach liegen 3, und z, folgender- 
massen 


ec hd <A <E. 


Hier behalten wir das ursprünglich eingeführte Z bei, da es reell ist. 

Aus den Gleichungen (33.) und (34.) erkennt man übrigens leicht, dass 
in beiden Fällen dem Index 1 die mittlere Grösse e entspricht. 

Sind zwei Wurzeln imaginär und zwei reell, so wählen wir s, und 
s,;, aus den imaginären Wurzeln und zwar so, dass s, einen positiv imagi- 


nären Bestandtheil erhält. Dann gilt in Bezug auf die 5 und n dasselbe 


S 
wie bei dem vorher behandelten Fall. Wir setzen fest, dass die Wurzeln 
so gewählt werden sollen, dass alle 7 die Form R(1—i) haben. Be- 
stimmen wir jetzt, dass s; die grössere der beiden reellen Nullstellen 
sein soll, so wird für die beiden grösseren ce, da s,; und s, zwischen dem 
kleinsten und dem mittleren Werthe von e liegen, die Grösse d, die Form 
+Nt(1+0), hingegen für das kleinste e die Form +NR(1-i) haben. Die 
Grössen d, sind rein imaginär. Setzen wir demnach d); = id, und d\d;d; = id,, 
so ist offenbar 
<O<GI,<0, und 0<o,. 


Je nachdem die d, in derselben Reihenfolge stehen als die ec, oder nicht. 
wird d, grösser sein als d, oder kleiner als d,; wir haben also die folgen- 
den Anordnungen: 

Pt 
oder 

5 <0<I<I,<ÖN 


Im ersteren Falle können wir noch die & und die „ mit einander ver- 
12* 
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tauschen; dann gehen die d, in die reciproken Werthe über, und es 
wird also 
I <<I<I<G, 
Die ursprünglich eingeführten z bezeichnen wir in diesen Fällen durch iz, 
und öz,. Die z liegen dann offenbar in folgender Weise 
5; <I<H<Gg<Gg<—<H<ÖÜ, 
<<<), <z <O<Ö, 


In beiden Fällen werden die ursprünglichen Z imaginär, so dass man an 
Stelle derselben die Function 


Z = Y-3@-0)@-0,)@- (5-1) 





einführt. 5 

Um endlich den Fall von vier reellen Wurzeln zu erledigen, ver- 
fahren wir folgendermassen; für s, und s; nehmen wir die grösste und dritt- 
grösste Nullstelle in vorläufig willkürlich gelassener Anordnung, für s, und 
s,;, nehmen wir je eine der beiden anderen Nullstellen. Ferner verfügen 


wir über die Yw’(s,) derart, dass stets 


Yy(s)Vy)Vy(s)Vy (sh) = (8) 85) 84) (82— 85) (82 — 84) (83 — 54) 


wird, und dass folglich ebenso stets 








Vs, ne C, Y2,— C, ec, — c, Y 54 4—C, PER g (C,) 2 


oder wenn wir, falls e, grösser als die Größen s ist, 








Y,;—c, = iV,—s; 
setzen, 
„I, as = -9(6); 
das Product hat demnach einen von der Anordnung der Grössen s,; unab- 
hängigen Werth. 

Für die beiden grösseren ce wird offenbar das zugehörige 5 sowohl 
als das „ rein imaginär; für das kleinste e hingegen reell. Wählen wir 
ferner die Bezeichnung der $ und n richtig, so können wir es offenbar er- 
reichen, dass die Grössen d,, welche in diesem Falle positiv reell sind, 
auch grösser als 1 werden. Dann lässt sich durch passende Auswahl 
der Stellen s; stets erreichen, dass die Grössen d, in denselben Reihen- 
folgen stehen wie die Grössen e,. Da dıd;d; grösser ist als das grösste 
d; selbst, so entspricht dem mittleren e auch das mittlere d,. Wir haben 
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also nur zu zeigen, dass bei passender Wahl der Grössen s auch dem 
grössten c ein grösseres d, entspricht als dem mittleren. 
Wir bilden zunächst 








Von—s, ,; Vs Vs _,; Vo 
X Boy: WR VW) ya. vw) MT a 
a ® Va—s, . Veu.— Ss, Yo— s, a Ve.— s, 
Yw'(s,) Yv(s) Yw'(s,) VW (s,) 
Y u 5 Ve,- Vu—s, \ V Ca—S, Ve.— 8, 
_9_Yv@) Ve) Vo) Ve) 
as, ir Be 
vs) Ws) 
BB [Ce GER OENEN DEE Allzectzen 
27 2, —3,)(8,—s,) (+8, —s, ER s,—$,$,) 


_2y&- 8,8, —5;) Ey + Ve.—,V.—s, 
(5, 8,)(8, — $,) Va—s, Ve.—s, + Ye.—s,YVC. -$ 


Daraus folgt, dass der Ausdruck 


Un (d, — n ) = d.+ z — 2 


[74 


4 


den reciproken Werth annimmt, sobald wir die beiden Stellen s, und s, mit 
einander vertauschen. Durch passende Auswahl unter den Nullstellen kann 
es also stets erreicht werden, dass für das grösste ce der Ausdruck d, 
grösser wird als für das mittlere. Womit dann bewiesen ist, dass that- 
sächlich die Grössen d, in dieselbe Reihenfolge gebracht werden können wie 
die Grössen e,. Hier gilt demnach folgende Anordnung: 
O<iIi<dh <<< ddd.. 

Man erkennt leicht, dass, da 7, und 7, das gleiche Zeichen haben müssen, 
eine der Grössen z zwischen d; und d; liegt. Weil alle Quotienten &:n reell 
sind, so ist offenbar Yz,2,Z, und V2,22; reell, und in Folge dessen muss zwi- 
schen den beiden Grössen z, und z, eine gerade Anzahl von Nullstellen 
liegen; sodass wir die beiden Fälle 

<< SEN << a Bi 
und 

I<dh<d<s <kE<ddd;<- 3 
zu unterscheiden hätten. In dem zweiten Falle wollen wir jedoch gleich- 
zeitig s, mit s; und s, mit s, vertauschen. Dadurch geht offenbar 
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N: 527728 
ginn. und n, in rz 


a [74 


über, und die d, verwandeln sich in ihre reeiproken Werthe. Dann erhalten wir 
I<ddd<d<d<d<l. 

Eine Grösse 3 muss sicher zwischen d; und d; liegen; die zweite Wurzel 

liegt dann unter der gemachten Voraussetzung, wie man sich leicht über- 


zeugt, zwischen Null und did;d;.. Wir haben also bei vier reellen Null- 
stellen von f(s) folgende Fälle zu unterscheiden: 


<a» <dh<d<a <E<ddd,, 

ı<3z <dhE <G<H<K<d. 
Hier sind die ursprünglich eingeführten Z reell. Setzen wir nun allgemein 
die fünf Nullstellen der Grösse Z gleich &,, &, &, &, e,, sodass 


Z = Als -e)(3—e)3—-6&)(3—&)(3— e;) 
wird, und bestimmen, dass, je nachdem A, negativ oder positiv ist, 
u<e << <e oder a > >&>e,>e, sein soll, so liegt all- 
gemein z, zwischen e, und e, und z, zwischen e, und e,. Ferner sind in 
allen aufgeführten Fällen die Grössen 


®% = 1.8 + = 


reell, ebenso wie die Halbperioden 
‘a ds ”e 
K,. ap 7: K;: a: T 


, % 3dz ”s 3dz 
Ba Ju u 
u; J Z 
Dasselbe gilt auch für die Grössen w,, a, welche wir definiren durch die 
Gleichungen 
v, = 2K „u+2K,.%, 
v, = 2K,u,-+ 2K,u,. 


- 


Es sind aber die Grössen «; lineare Functionen der ursprünglich eingeführten 
Grössen wo, und also lineare Functionen der Zeit, deren Coefficienten dann 
natürlich reell sind. Wir setzen 


u, = g9;l+ h; (F=1, 2), 
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Dann sind die Grössen g mit den Grössen ief verbunden durch die Gleichungen: 
-/ Ou; Ouz 
‚= (ur ya 7) 
95 ow, ht ow, E 
und umgekehrt die f mit den g durch die Gleichungen 


Or N 
It, 8%) 


( Ow, 


f, > -ie 


ou, ou 


Ferner setzen wir 
- 1 ou; ou; ) 
3 . j ! ej ! 
.: lE x— — ann n 
93 ow, Aıtan, Rh); 
woraus man erhält: 
Ow, ! ow, \ 


! u- . 
FF —sE (< ve 4 n G >) je 
f; ou, IT Ou, 92) 


Die Grössen, welche aus «, und «, entstehen, indem wir z,, 3, mit z,, 3, 
vertauschen, nennen wir «, und «.. 

Wir wollen ferner festsetzen, dass die Nullstellen von Z, welche den 
Werthen di, d;, d;, dıd;d; entsprechen, ein für alle Mal bezeichnet werden 
sollen durch e,, e;, e,, e;, e,, so dass in den sechs unterschiedenen 
Fällen ist 


184 P 4 h) € 








ll) A= Tr (neeatv) 4 3 1 2 0, 
2) A> HER (positiv) 4:2 0:1 2, 
u SE er MmegativD 4 3021, 
a en ar (positiv) 43021 
Bu ie Pr jr @oiti) 32104 
a Fr jr Qi) 01234 


$ 8. 


Einführung der Thetafunetionen. 
Nach den im vorhergehenden Paragraphen getroffenen Festsetzungen 

ist es leicht, die gesuchten Grössen durch 9-Functionen darzustellen. 
Zwei simultane Periodensysteme der von uns «a, und «, genannten 
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Integrale sind 


u, 1 0 
u, 0 1. 
Die beiden anderen simultanen Periodensysteme mögen sein 
%ı Sn 
Tı In 


Bezüglich der 9-Functionen schliessen wir uns der Bezeichnungsweise des 
Herrn Weierstrass an. Wir definiren genau, wie es Frau von Kowalevski in 
ihrer Abhandlung über die Rotation *) im Anschluss an die Untersuchungen des 
Herrn Königsberger **) gethan hat, die Function 9(w,, %) durch die Gleichung: 


Fu,, U,) — PB; et, Cu trrıt Ta) truth Ta tTa)eTe 
N, 
Ferner definiren wir weitere Functionen durch die Gleichungen: 
Zr „(Zu Tat Yota)mi 
Fu, u,|vı, v;) — zute Tıı +VyTıa, %+Y Tu +NTy)e I au. trıTan er 
I, 0), = Hm —L,— 210, 0), 
I, 0) = Han 3, %ı 31% 3,0), 
Fur, U); = Fu, Us — 414 , 0) 
u, = Fu, u—4|0, 4), 
I (U, 0) = Fu, 0|0, 4), 
(U, %)ı = Ku tym,? a,+4m}|4n}, 1m) A=0,1,2,3,%), 
u at a a 
FU, Ur)aeı, = I + Im“ „%+ 4m, am In,” ®) 
or Li De FERN 
1m; "0, m; "= ms+m)%...m; (modulo 2), 


/ 


La Er n+ nn (modulo 2). 
Die 'T'hetafunetionen sind gerade oder ungerade, je nachdem »,m,-+n,m, 
modulo 2 congruent O0 oder 1 ist. Es sind also 9 selbst und die Functionen 
mit einfachem geraden Index gerade, während die mit ungeradem Index 
ungerade sind. Von den 10 Thetafunctionen, deren Index aus zwei ein- 
fachen Indices zusammengesetzt ist, sind diejenigen ungerade, bei welchen 
die beiden einfachen Indices gleichzeitig gerade oder ungerade sind, hinge- 
gen gerade, wenn die beiden Thetafunctionen verschiedenartig sind. Da 
mit — a3 0, nt 0 

ist, so ist jede 'T'hetafunction, deren Index sich aus mehr als zwei Indices 
zusammensetzt, mit einer der 16 vorerwähnten identisch. 


*) Acta Mathematica Bd. 12. 
**) Dieses Journal Bd. 64. 
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Zwischen den Thetafunetionen und den oberen Integralgrenzen be- 
stehen gewisse einfache Relationen. Setzen wir zur Abkürzung 
R(2) = +A,(2-e,)(3- e,)(2—&)(2—e,)(3— e@,), 


so gelten folgende Gleichungen 


Iu,w)ı _ VC-D%@—en)(z, — ex) 


F(u,,u,) VRre,) . 
Hu,u,)a-ı _ VC-1P"@,—en-ı) (3, —en-ı) 


u,u, y 
(u, %,) YR'(e;_ı) 

Hu, U, )u (U, u, 

Fu, u,), lu, , u, )u 


u \ +(e—e,) | VR(,) | /R(,) 
A, (2, -—e&)(2, —eu)(2, — %,) | (2, u e,)(% ” e,)(2 2) 


2 ) 


| 
. 


Bezeichnen wir nun mit 2 eine der Zahlen 1, 2. 3. 4 und mit 4 die ent- 
sprechende der Grössen «, P, y, 0, so werden die von uns P, genannten 
(zrössen dureh die Formel 
f 4 
P.e = ol YR(e,) 
* ——— H#lu,,u,)9(u‘, u,) 


geliefert, in welcher |A| eine gewisse ganze Zahl bedeutet. Durch passende 


A\ } 


! ! / — / 3 / \ 
I, 9), (U, U) HI (U, %), I (U, %e);| 


Bestimmung der Grössen #,, « können wir es stets erreichen, dass das 
Zeichen in der Klammer, welches bei allen Ausdrücken denselben Werth 
hat, ein Minuszeichen wird. Ist & ein gerader Index, so ist von den Fune- 
tionen I(w,, 5), und 9(w,, %),, Sicher die eine gerade, die andere ungerade: 
wir haben also nöthigenfalls nur «,, « mit —«,, —w, zu vertauschen, um das 
gewünschte Ziel .zu erreichen. Es ist dies erlaubt, da wir die Bedeutung 
der Grössen Z,, Z, gleichzeitig ändern können, ohne dass P, sieh ändert, 
falls wir nur gleichzeitig auch die Bedeutung der Wurzel Yz,z3, ändern. Ist 
jedoch & ein ungerader Index, so vermehren wir, falls nicht von vornherein 
in der Klammer das Minuszeichen steht, die Argumente «,, ©, um eine 
simultane Periode 

oO, = MR TH NIT, 

or, = MtNTıt NT 


> 


— ») - 4 ) 7 u $ 3 4 4 4 7 > ' f] 
e Ln,(2u, Fat, + N,Tu2 Ta Fr (m,n, N.m,) 70 I (u,, u \ 


Iu+0,%4+@,), = 2 
y' >) ‚ . y lE ls . 

— on,(Zu,.+ N, T,ı +N,T..2)m + <(em,n, —n.m, a0 In 

Fa, +W,, u, W,);; = eo “ ‚(Zuo + Tu FN,T, Jai+S( ? ) I (u, „Uy)ies 
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und demnach 
u +m,u,4@)e _ „Elmana—nma)ni eu, , u)ie 
Hu, +@,,u,+@,); Fu‘, u), ); 
Man erreicht den gewünschten Effeet offenbar dann, wenn 
=(m,n;,—n,m‘) := 1 (modulo 2) 
ist. Es ist, wenn d einen von & verschiedenen einfachen Index bedeutet: 
Z(m’n:; —n?mi) = E(m?n‘,+ nm‘) — (m? nn +n”" m’ + m?n?-+m‘,n‘ 
>> (n?® m’ + m? n? +-mi.n‘). 
Wenn nun e einen ungeraden Index bezeichnet, so sind die Indices de und d 
gleichzeitig gerade oder ungerade, und folglich der vorstehende Ausdruck 
:1 modulo2. Bezeiehnen wir nun HI mit ö,, so kann der Ausdruck 
wa £ Se 21a F Ci» Up)ae— Flur, Un)aed Ca, N 
k Fu, u, lu, u) lu, u,)s lu, %,)S 
vesetzt werden. Bis auf das Vorzeichen lassen sich die Coefficienten i, auf 
tolgende Weise bestimmen. Es ist allgemein 
A+43+4 = 1. 
Setzen wir nun für «,, a, das zum Index 13?y und für «,, «, das zum Index 
15 gehörende System halber Perioden, so werden die Zähler von A, und 
A, gleich Null, weil jeder Index von der Form 13u« (w=0, 1, 2, 3, 4) 
ungerade ist. Hingegen erhalten der Zähler von A, und der gemeinschaft- 
liche Nenner aller Brüche einen von Null verschiedenen Werth, weil die 
Indiees von der Form 134« sämmtlich gerade sind. Es redueirt sieh A} auf 


3 ads PN) 
Sn, m; 


Pr PA X 
.) w 22 
i.(—1) = E, 
also wird 
ui l )« [7 { Ö l N 
= In«d m“? 4 ne ma | 
= te” 


Man übersieht leicht, dass man durch geeignete Wahl des in dem 
Körper festen Coordinatensystems stets ein willkürlich vorgeschriebenes 
Zeichen der Grössen i, erhalten kann. Betrachten wir die Ausdrücke 


Ve-o)e-e)e-e) |, Ye 
Ys—c„Yf(s) fo 


welche ja gleich den Grössen A, waren, so erkennen wir, dass wir das 


2, (a=1,2, 3), 


Zeichen eines dieser Ausdrücke ändern können, indem wir die Richtung 
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der betreffenden Coordinatenaxe entgegengesetzt annehmen und gleichzeitig 
die Zeichen der Ausdrücke 
Ys-c,. Ys—-c,, Vs—c, VYl@-c)(s—6,)(s—c;), 
welche einander gleich sein sollten, in die entgegengesetzten verwandeln. 
Dabei haben sich ein x und die beiden zu den anderen Axen we- 
hörenden y geändert; es haben also auch 
PY AN 


und damit die zu den Nullstellen gehörenden Ausdrücke 


> m u\fo RER mid PER MR 
} (8; C,) cz ( 2) Ss en ( }, 


ihr Vorzeichen geändert. Demnach hat von den Grössenpaaren &,, n, nur 
eines, die Grössenpaare $&,, n, dagegen sämmtlich das Zeichen geändert. 
Die durch die vorgenommene Transformation bewirkte Aenderung der Grössen 
A, kann also nur in einer Zeichenänderung einer derselben bestehen, näm- 
lich derjenigen, welche zur umgekehrten Axe gehört. 

Will man die Zeiehen zweier der Grössen A, ändern, so hat man 
nur die Richtungen der beiden zugehörigen Axen in die entgegengesetzten 
zu verwandeln. Um die Zeichenaller drei Grössen zu verwandeln, hat man 
alle drei Axen nach entgegengesetzter Richtung zu nehmen und eleich- 
zeitig die Vorzeichen sämmtlicher Wurzeln Ys—e, und Y(s—e,)(s- ©)(s—e,) 
zu ändern. f(s) ändert dabei seinen Werth nicht, da allemal, wenn 
Y(s—-c,)(s—6,)(s—c,) sein Zeichen ändern sollte auch y = Y.ır,y, in Folge 
der Aenderung des Coordinatensystems sein Zeichen ändert. 

Wir wissen nun, dass die Grössen A,, A,. A, den Differentialelei- 


chungen 
OA Eu 4 oA, oA, 
N = —tE (4; , 7 Be A, . u 
On; ou’; ou’; 
OA, OA, OA 
_—— = ie (A, u 2 - Ar a 5 (3 1. 2), 
OUz OUz - OuUz 
oA y oA OA, 
7, > DE (A, " r —. A WE 2 ) 
Ouz ou; ou’; / 


genügen. Bestimmen wir den Werth &, so dürfen wir über zwei der Grössen 


l;» 


eine Gleichung für das Product i,i;i,, indem wir in die erste Gleichung 


MR i, frei verfügen, die dritte ist dann aber bestimmt. Wir erhalten 


EA 


für a,, ,, die zu 13«@ gehörenden halben Perioden und für »,, «, die zu 13/9 
sehörenden halben Perioden einsetzen. Dann werden A, und A, gleich 
13* 
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Null. 4, verwandelt sich in eine Potenz von ö und ebenso der Bruch : 
OA OA, s . . k ; N u a 
e- u Wir setzen fest, dass die Vorzeichen von i,, f;, i, so gewählt Ü 
OUz OUuUg 4 
sind, dass e= +1 wird. . 
Bezeiehnen wir nun die Grössen R 
BE Oln&(u‘, u‘) ) 
ee ag, 
\ ou‘ 9: ou), 9: 
und 
fi+i ;(‘ de “,) +, Olndlu,,u,) ) 
Be 2 
3 ı' 31 ou”, G: 
durch g, und g, und die ER 
( ..d ; 6) ) 
n it na 4» 
9: ou, I ou), 32) 


ARE SEHON ER RN 
Ü jr r —; rn ) 
95 ou‘ I ou, I: 


1 
für die Componenten der 


A und 


pulses sowie 


dureh 


> 


von Formeln: 


oT , Hu ,u,).Ilu ‚U, )a 
I IL, = Du mu Ji ( 2) G 2) 
oT Ti lu, u) Fu), u,)a— 
x. = ß =— - 
‚ 00 u I(u,, u) (u, u,))— 
oT 
re Ji, 
oT j 3 u,u, ul Fu Us) 
m. = En Mash Ocean 
_ oT _, MHu,n,).d'dlu,, u,)— 
y2 = Pe 3 Fu, u, ‚eI (u, u ')s— 
2 O- St» ade I Iu,,u,),— (u ,u,), 4 
y5= eh Fu, u, „)8e 9 (u, u )s— 
} Fu, u x 18 (u,,u,) a 
HL’ (tr Ju PO ln , Uy)a” 
Ilu,u,). lu, u,))— 
by» = = i; + Fugen N 


Flu,,u,)3e Hu, u,))— 
Fu,,u,),, I8lu, ,W,), 


bsy; Ar .. Fu, , de Flu‘ s u) — u, u,)30 (u), u u')de 





(Geschwindigkeit folgendes 


u, u, ads ud nd 





so erhalten wir schliesslich für die Componenten des Im- 


System 


— lu, U) PU), U, )ae 
” Hu, u,)d: lu‘, u lu, u, )3F lu‘, u‘ )de ' 
Du,u,)sd(u,,W,)se 


F(u,u,)s3(lu\, u ar , 


Fu, u,). lu, u), lu, u), lu), u. er. 
Fu ,u,)s lu‘ ,u,)s—Ilu,,u,)slu ‚u )de 


2 )ae 


lu, u,)S: Fu‘, u. ')—9(u, u. „9 (u‘, u. de 
hd u), lu, ‚W,)se 


Ilu,, u,)39(u), u, )ds 
ft u, )ye 


Hu, u. „)6 Iu\, u) ")de 


Fu, u, DIEKACH U,)us 


-I(u,,u,)5 Hu ,u,)se 
u,,n,). Alu, W,)s— lu, u, )7: nude u, )se 


(u, u) u, u, )de 
— lu, u,), Alu‘, W,)r 
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1 \ oT Re og : og ‚\t 
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Die Richtungscosinus und die nach den im Raume festen Axen genommenen Componenten der 
Rotationsgeschwindigkeit. 


Nach den Integralgleichungen des Problems bestehen zwischen den 
Componenten des Impulses und den drei Richtungseosinus der Axe desselben 
zu den drei im Körper festen Axen die Gleichungen 

I. = Ja, (.=>1,2,3), 


A 


Man erhält also, wenn A diejenige der Zahlen «, ?, y bezeichnet, welche 
der Zahl z entspricht, die Gleichung: 
SEE, Fu, u) Ilu U, — lu sm) Il) 
; "Flu‘,u,)5 lu ,u,)5e—I(u/, u, )se Fu, , u,)s 
Sind nun f), x (2=1,2,3) zwei Grössensysteme, welche den Bedingungen 
für zwei zu einander und zur Richtung «&,, &, «a, senkrechte Richtungen 
genügen, so erhalten wir das allgemeinste derartige Grössensystem durch 
die Gleichungen 
P.+tiy, = (9,.41,)8°, 
wo gleichzeitig überall das Zeichen + oder — zu nehmen ist. 
Wie man nun aus den Gleichungen: 
00, 0} da, 
Ouz er -&ui(e, en ou’; ) 


unmittelbar erkennt, erhält man ein specielles derartiges Grössensystem 


durch die Gleichungen: 


i 


1 Od, 0a, 
K !ou, ou, 
i | da. oa, | 
0 - « 
——— End "3 > 2 u ® e ERS 12 ? 
Yx K\ ou‘ r ou‘, . 
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Nennen wir den gemeinschaftlichen Nenner der durch Thetafunetionen 


.. T u .. 0a oa, 
dargestellten Ausdrücke N, so erhalten die Ausdrücke Er % + v, den 


Nenner N’; der Zähler wird, abgesehen von dem Factor ö,, folgender- 
massen lauten: 


Q/..' LE 8 Fe Vo O a e) Q7, r = 
a, 0) Fa, u); I, u,).(-;, +5, %: FU, Un);s E 
re. we F 
OÖ Ö 
— Fu ‚ Us );: —p + — ®, IF U,. u;) 
we. 2/hE ou us ou 2 l 2/del 
2 


! AN ! ! OÖ O 
+4, 5) (U, Wa): 9 (u. %)y ( >47, v,) I (u, %;); 
1 Ss 


( 1m > © )« , u 
u, U)ı \ a 9 +=—9)Ilu, %)5( 


‚ı A\ ’ . 
I, U) dla, W)ı | 19 u, u tz v+- v,)9(u.. %5);: 


"6, H, OU, 


) ) \ 
Yf \ © O \qar is 
— Ju. U) ( z v% + — v)9(u,, %,), 
vr Kirhr ei 77 nn M2)öl 


ee ‘ AN ! © ( 
Be (u, W)5 I "N; DARLICH u,)3.( Ep + — 0), n,); 
u, 


f > c ! 
( { R e ( N 
— Fu, 9); (5,9 + Er 0.) 9a, U:)dei 
1 ’ o 


Die beiden ersten Glieder dieses Ausdrucks repräsentiren, als Funetion von 
2,, a, betrachtet, eine T'hetafunetion zweiter Ordnung mit der zum Index 4) 
xehörenden Charakteristik, während die beiden anderen eine 'T’'hetafunetion 
zweiter Ordnung mit dem Index Ade darstellen. 

Demnach dürfen wir den ersten gleich: 
CI +, +), a) t+ CI tt 
OH, kan. Uy-} Wenn. aan, & + W5)13. u—u,, Ur—-U,)13308 
setzen, während wir für den anderen die Form: 
-C9I (u tu, +0) a a) Hat, +) a, W510 
— (It, +) u na) It, u+ 0) uU, U )ı320: 


annehmen dürfen. 

Wenn wir in dem ersten Bestandtheil des zu transformirenden Aus- 
drucks a,. ©, mit —@,, —w, vertauschen, so ändert er sich nur insofern, als 
er den Factor 
(1 m’ m; nd; + m‘ ’n? + mu? a BER EEE 1, 2 haare) Tas U n?®md* +n?:m?® 

/ 
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3 aufnimmt. Daraus folgt, dass 


hi) 4 ‚F h) 
3m‘, n‘ m? n\, Nm’ n/’+ Em‘ n‘ 
\a 


G,(—1)° =(, Ge-) = (, 
werden muss. Bezeichnet man abkürzend den Ausdruck 
F min‘ + m’ n’ 
dureh |u|, so ist also 
(1) = C,(—1)Pl=E, und C,(-1)%e = 0,(—1) = E,, 
Indem wir nach einander für «,, «, die zu den ER 132 und 134e gehö- 
renden halben Perioden setzen, erhalten wir für E, und E, die Ausdrücke: 
KV" I0 I) und 1" Il IP +) 
In derselben Weise ergiebt sich, dass: 
1-DM = 19 = HD" IP +09), 


v N 2 del __ (1) «)( 
3 -N = 0-Y" ID 


wird. Im Ganzen ergiebt sich also 


‚( ca, Fu . * 
N’\(— — 94 v,) 


On, OU 


1; (1 NA G g/ RER EWR". 
14,(-1) * ı\ -1) (u, - | Un, U, U) 320 Fıaadı Ian, u; — 9, )3 (0,1 913: 0013 


= at u; Be v9 +0,92) 


| 

N { N - y an 

—(— IHK U, TU, U FW )ı339: Illu — u "U, U; — U), 01, 0, 5 
Hua), a CRar 0,413 )| 
’ ’ 11 2 ' ' we > 
+91, u, tel Ian tu, +) I) 
Bear, ı U) 1. gE)N 
— (— 1) Fa, r%, U, Un )136 (0 0,0; 0,43: | 

9/7 ' er.‘ C / \ld} < mr ri ff. Bin „ .0(02) 

- Hu, U, U) 1) 'Iu+m, U, Us )ı3 403: nn F132) 
f \ldel « ww, 0’ \ . 90) 1 ..,92)N] 
—(—I1) Fu, TU, UT U,)ı3.\t Wzr +04); BiE 

"es ' 2 f FR : \ 
Der entsprechende Ausdruck für «,, ©, d.h. N\ v% + ——-v,), entsteht 
ou‘ ou‘ 


aus dem eben entwickelten einfach, indem wir w,, %, mit u,, a, vertauschen. 
Demnach erhalten wir: 


_nT (Ode, 0@, ‚da, a 
KN’|P | = Ni — 0, + nt 0 + < 2; 
ty 3 "u ou, 2 I\ Om " u), N 


— 4 f ß, (+9, Fu, FU) R.: (+1)W1 9a, F u. au, 9,1 
x [FH tu, 040), 9, 


13€ / 


- (FI tu, +) +). 
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Die Grösse K erhalten wir mit Ricksieht auf 


UN / WO BR 
= (% +Yy,)P%: y,) =2 
x—=1,2,3 

dureh die Gleichung: 


9EX?Nt _ HJ > a7 re ) 
ZEN = 1 2 Hl u, mn) u, ee] 


I=a, sy 
(OB VECTRA AR. WHERE GBS DIE TORERFRRFERF WERE SER! 
<[-1) MI +, +) I) 
(DI +, +) (0940,92) 
x [9 (Mi u, U W2)13 Cr 2) 7 (u, U, 4, — 0) +]. 
Der Ausdruek unter dem Summenzeichen hat aber, wie eine leichte Rech- 


nung zeigt, den Werth: 


13€ N 


In; mS+ Sn;n 15 
“ } ( ' ! C \ / f N s » 
2(—1)” 5 (I, 59a. u) Fu, u) Ian, 2,)3) 


Man erhält also: 





P,tiy, 
a). Fu, tu), u, +u, )1328 91338: — (1) Illu, ui, u, u), 328: 1329 
Bay L Hu), u,)5 Fu, , u,)3e — (u, u, )ö: Ilu,. u,)) 
ID’ Hu, +u!, u, „tu, ),,(®, 35) +p, 9%) )—(— Zu +u, u, + u), )ı3:(d, 93 to, 35), - 
Illu, —u',u,—u,),,(d, 9 tr, IE) Hu, —u', —ur)e(e, 93 +v, 917) 
wo zur PER 
. n . - ( i ( 
| rn > (nm? - n5m}°°) i 
goeie "—r (—1)’ 


vesetzt ist. Ein einfacheres System von Riehtungseosinus erhalten wir offen- 
bar, indem wir auf der rechten Seite von (62.) den letzten Factor einfach 
unterdrücken. Demnach kann das allgemeinste Werthsystem in der Form 


Ptiy: 
(63.) = ; +1) 9(u, u), )1320 Fı3208 — (I IT u, U,-+-M, )13202 Fı329 gt 
a: gr u' lu. u,)0e —9(u', u! 54.3 (u,, u. yr 


angesetzt werden. 
Die Grösse S bestimmen wir, indem wir die beiden Ausdrücke 
p = mp+eg+ozr 


und 








einander vergleichen. Die erstgenannte Formel giebt: 


’ ) .‘ ©laN olnN , eg 
=. 0 @ il nn — ,) 0 — iq, ——- —i0; 
P x=1,2,3 " (95x ou‘ Ir ou), I) egı ou‘ I: 
i( OolnN , oOlaN ) 
ua. A a 


während die andere Definition für p’ folgende Darstellung liefert: 


pP = 5.23, 


DE 023 dit 
ds dN 
rd dt di 
S N 


+-37._2 (DK tut) DT Hu + u, + u 


2N’ x=a,P,y 


= Vi . 
x dt (u, u u). U, — U; )134) Far 4 (u, U, %— U; )13x08 Y rd). 
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für die Rotationsgeschwindigkeit in Bezug auf die Axe des Impulses mit 


da, } 


ou’ \ 


4 fi \ 
271 er 20) 


Die in diesem Ausdruck auftretende Summe kann nun aber offenbar auch 


folgendermassen geschrieben werden: 
a Ö Ri OÖ )+ du, / © ur 
2t dı \ou, ou 7 di (Bm, ou), / 
xE, (DI tu, at) Hu tu, + u) 
x (Fa, — 4), u, — U)1323 F 3208 -. Fu, Ps u. u, — 2); 3208 3 ed): 
Da der Ausdruck unter dem Summenzeichen nichts anderes als 2 
erhalten wir 


dSs 
re ( olnN A olnN \ 
— ? wur - PR ? . 2 N 5 Par es Ü ) [2 
P S ou‘ gi Ou, 7 


va 


. ge) 
2/1320: 13% ) 


N” ist. so 


Durch Vergleichung mit dem obigen Werthe ergiebt sich schliesslich: 


‚ dinS " Br 
(64.) 5 1 —19; oder S = i(g3t+h;) zum ae” i 


Von den Componenten der Rotationsgeschwindigkeit in Bezug auf die im 
Raume festen Axen ist die eine p' schon bekannt; ausführlich geschrieben 


lautet dieselbe 
» _.. Ilu,u,)IFlu),u,)s — Fu, u,)s II (u, u), )s: 
4 p ör Fu, u,)d: NICH ) u,)8— u, ’ u,)59 (u, R u, )ds 


| Die beiden anderen Componenten erhält man aus den Formeln 
5 Journal für Mathematik Bd. CIX. Heft 2. 14 
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q = Ap+P:g+Psr, 
r = yıptyg+Yr, 


welche sich in die folgende zusammenziehen lassen: 


at N . olnN OlnN 00, oa, 
gr = „a; P% +iy.) (m ou’ urgheter ou‘, I: )% sg ou 89: Oul, 
/ oa, Oa,N\. 7° 0a 
oc B / in a ar ar 
*r 2,5, #17) (( ou, ou’ ai \ ou, ou, )ig.| 
a 00, t oe, 90, | ” ca, | 
3. =, 3 (P, + iyY,) (( ou, + ou’ 9; 9,+ ( Ou, i ou), )ig: . 


Wenn wir abkürzend 

‚nn / ' 3, 

ı — $(n a m‘ 4.ny m; ” 

"Abk F = %,5 
setzen, so können wir die Ableitungen von «, in einfacher Weise durch 
führen wir dies aus, so erhalten wir: 


die Winkel ?, und y, ausdrücken: 





gtir 
Fu, —u', u u), )1, (9, It, )— en -u' DIEACRAT I Ar? 
lu, ,u,)ds Hu, u ')o—Ilu,, u,)39(u', u',)s 


= Li," 
x =(P,tiy, (P,—iy.) 
13.49, I) + IE ILlu, +W,, 1, +, )13: (9,9 +9) 


14,8" (111 Hu, Fr u ‚u, +; 2) (N Piss 
2%ed Fu, u,)3.9(u‘, u,)5—I(u,, u,)sI(u', u Br 


x, ty) Party): 


und hieraus, indem wir bedenken, dass sowohl 13 als 13€ ungerade Indices sind 


q tir 
(65.) | a? ct 1))° | Fu, +4, u, u, 2a FI13e — (EHI Iu,- Fu, u, ‚+%, MIELE er 
= +15 Illu, u,)3. 9 (u, u,)5— lu, , u, ‚5% (u, u)s: : 
10. 


Die Coordinaten des Anfangspunktes des mit dem Körper fest verbundenen Coordinatensystems 


Aus den unter (5.) angeführten Integralgleichungen des Problems 
erhält man unmittelbar: 


JCFin) = (B +iy,)+ 5 (Bot i,)+ = IB, +iy;) 


R Ü&, 0a, ’ 
= —i < (P, Ale gı+ 7% 92). 


=1,2,3 





® 
BF 
air 
ee 
2 
N 
fE >: 
er 
BR" 
ie 
BR 
Bit 
Re 
® 
Pe 
. 
f 
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Dieser Ausdruck unterscheidet sich aber von dem für g’+tir' angegebenen 


nur dadurch, dass an Stelle der Grössen g, und g, die Grössen g/, g, ge- 
treten sind. 
Daher erhalten wir hier: 
n+tic 
(66.) ; n (+ 1) In, +u,,0,+u,),,8' Ya — -1))9e Hu tu, Fu)II, zu; 
| ia lu, u,)5.9(u', u',)s- —I(u,,u,)s9(u' ,u)$e u 


Die Grösse £ erhalten wir aus der Gleichung 


d£ 


b,y, Bu ..; 
Mut +aw = — 2 gt Ze g)a, 


Wir setzen nun: 


ba i i of of 
/ fu, %, %, %, %) = 5, It, 9.), 
1 cm 
BR ! ' j of Zr of ' 
\V fu, Us. U,, Us, u,) = ( du 9 wi du 9.) 4 
. 
“ 6 of of 
v fu. U;, U,, Us, u;) = ( PR 9 + du’ 9.) . 
re 2 


ni ' ' of ; of ' 
/ fu, %, u, %, %) = ( rt H+—r RR). 
1 7 
Dann ist 
Za,V(Btiy,) = tig tir)), 

u U 
=(PFiy)V(B,.tiY) = F2pi = F2(p—-g)i= F2VInN, 
Z(Btiy)V @,+iy) = 0. 

Die Funetionen $ und y ändern ihr Zeichen, wenn die Werthepaare «,, 
und ,, «, vertauscht werden, während die « dabei ungeändert bleiben. 
Wir erhalten demnach 

Za,V(P,+tiy,) 
aus dem entsprechenden für «, indem wir in +i(g’+ir') das Vorzeichen 
ändern und gleichzeitig die Werthepaare vertauschen. .Dabei ändert sich 


der Ausdruck —i(g—ir‘) nicht, während der andere Ausdruck sein Vor- 
zeichen ändert. Demnach ist: 


Za,V(P,+tiy,) = -ilgtir). 
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Wir setzen ferner: 
Za,Y'(B,tiy,) = Fa, (B,+iy,) = tilg tin), 
ZB, Fi )YBetiy) = F2 PL i= F2V'InN, 
Z(B,F1y,)Y (Butiy,) = F2P 
ZB, Hip) (Betiy) = F2P"i 
Hieraus erhalten wir folgende Werthe: 


2V/(e) = ill Hr), —iy)-(J-ir)(B,-+iy,)), 


u 


2a) = lg HER) 


u 


2V (a,) = Hl HB, Hi), 


27a) = Hill Hr) -iy) + ir )B,+iy)). 


u 


vV(B,+tiy,) = +ilg tir)e,F V InN(P,+iy,), 


V(Btiy) = Fig Fir)e, EV InN(B,+iy,), 


u 


+2VInN, 


u 


F2V'InN. 


I 


( 


’(B,tiy) = ig tir)ae,FV IaN(P,+iy,), 
7 (Btiy) = ig +ir)e, FV'InN(B,+iy,). 


a \ £ d£ RE 
Mit Hülfe dieser Formeln lässt sich nun 7 59 transformiren, dass 


der Ausdruck integrabel wird. Es ist nämlich: 


d£ ı RT: ee u 
> =9+3 (V'V InYN—2C /a,)(V 0,)) 


= — : T'UInN+g +7), 
Vermittelst der obigen Ausdrücke für 7InN und V’InN kann man nun auf 
zwei verschiedene Weisen ’Y'InN dureh die Grössen P und y sowie deren 
erste und zweite Ableitungen ausdrücken. Aehnliches gilt von 7Y'InN. Aus 
der Differenz beider verschwinden die zweiten Ableitungen und wir erhalten 


4V V'InN—4V V'InN 
= EV Br TR BI Be) 
— I( /(P,+Hiy) 


B-iy)+VY Brtiy IV (By) 
—= 4ggq-+rr)N". 
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Demnach ist: 


gg +r'r = VV'’InaN-VVilnN 
und folglich 
de AA _ wi ud ” 
7 "Ar V\ InN= g,— Ta (VInN). 


Durch Integration ergiebt sich hieraus 


u 
1 V’Iu,u,)e Hu, u) V'Ilu,.m,)3I(lu,, u). 


TEE RE EN Iu 
ü girls J F(u,,u,)s Fu, u, —Ilu,,u,)s lu, W,)Ss ı 


oder, wenn wir auch hier die Operation 7° einführen: 


i IS 9lu,,u,)s9 (u, u,)s-—- I Ilu,,n,)5 Illu‘, u); 
J Hu, u,)d: (U), u, —Iu,, u) (u, u, )d: 


s 11. 
Zusammenstellung der Resultate, 

Das Resultat unserer Untersuchung ist folgendes: 

Es lassen sich alle Grössen, welche zur Bestimmung der Lage und 
des Bewegungszustandes des Körpers in der Flüssigkeit erforderlich sind, 
durch 'T'hetafunetionen mit zwei Argumenten rational darstellen, deren Argu- 
mente selbst reelle lineare Funetionen der Zeit sind. 


. . ; . 9q. ’ , 
Bezeichnen wir mit 9, 9 9 9, A, h. h, h, —i 7: In 92 9 reelle 


(‘onstanten, dureh 
u, = 9.t+h, (a=1,2, 3, 4) 


174 


) 


lineare Functionen der Zeit, durch «,, © gewisse Uonstanten, durch «, /, 
y, 0, e einfache Indices, durch ö,, ö,, ö,; Potenzen von i, so stellt, sich die 
Lösung des vorher behandelten Problems in folgender Weise dar: 

I. Die nach den Axen des Körpers genommenen Componenten des 


Impulses: 
oT 2 Hu, W,)a du, U) — lu), U, )ne In, %,), 
ou "lu ,u)59lu,. u). — lu! , u )3.9(u,,u,)s 
oT 17 I u );Ilu,, u.) Illu u )7, (u, u,); 
A m 1) Yu‘, u"); eu, , u,)de — Hu, W)38 I(ü,, u,)) ’ 
OT, 7 IWW), 
ww 77 Hu), u,)s lu, u) — lu, u). I(u,, u,) 


Die Momente des Impulses in Bezug auf die Axen des Körpers: 
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LIE 2 CHRAVEICHEN RT EI CHRTAVEICHE 
u. 7 Hu‘, u ,)0 Ilu,, u, )de — lu‘, u AIEICH u, ru & ; 
oT RR A (u, u. MERACHE u, se —H Fun, u, DERACHE u, 8 . 
N lu), u 39 (u,, u, ‚ie — lu, , u, DAIRICH u, 8 f E 
oT ER Ei Fur, uy)r FU, u,)e I hut U, )ye (U, , U, ); ; 
or d I, u. ‚)5$(u,, u ‚)de— Fu, u,)seF(u,, u,)s : 


(Das Zeichen 4° bezeichnet die Operation 


., fa, ) _,, Ma. 2) 
fl, 22)—ig, ar u > de Er Se .) 


III. Die Componenten der Rotationsgeschwindigkeit nach den Axen 
des Körpers: 
A AIlu,u,)uIlu,, u, ae 4 AR us HU, 5 %,)u 
“7 A, u ‚)oF(u,, u,)3e — Fu‘, u' ')de9(u,, a 
I3(u,u,)9lU,,Uu,)e —AFlu), u, )3. FU, u, )s 
Bi Ilu',u,)59lu,,u,)oe —Ilu,u,)seI(u,u,)5 
a A3(u,. Mr)r Fu, U), —AFlU,, u; )y (U, , u,), 
lu’, u ren )de—Ilu' ,uW)3eI(lu, , > 
IV. Die Componenten der Geschwindigkeit des Mittelpunktes nach 
den Axen des Körpers: 





1.4::08 is OP + Op 
u = nn Me 0, = . 
RL I dur 9: ou), 
11:08  : ig! og 
oe = ( > — 15 a Im 
319 od 9: ou, I: eu)? 
ti 88 dr ig’ dr 
= en a 
I ow 9: ou‘ 9: ou, 


V. Die neun Riehtungsecosinus: 
NAHER EA CELL En A CHE PP ERIC HERE 


oa, == 8,,-—- —_—e__ - 
* Ilu',u,)5Ilu,, %,)de — Ilu', u deu, , u, )S 

u, u) Pu, U, )ae nee ‚I (U, , U,)5 
# Iu, u ')59(u,, u,)de — (u), u. )8e9 (u, u,  ? 


u, u, )yIlu,, U, ) lu, U.) deu, , %,)y 





0, = N 











“ 'r Ku), u)8 (u, u, „de — Ilu', u, Be Ilu,, u, 4’ 
ww + 1)ei. Fu, ‚+, 1,4, )1308 913286 (+) “I lu, Fu), u,+u; )13adeF13ad Fin, 
Atiy=ts me; X Fu, u,)d5e lu, u, )se9(u,, — En 
B,+iy, = j' (+1)? u, u, , u. „ru, )1358 41355. — (+1) * u, tu, uU, 13806 P13 30 ei 
ER / sei u) I lu, u,)5e lu, U,)3 Pu, u,)5 
Btiy= FI (+ 1)’ u + RG 13,0 W378 (1) I (u, - +u,, 0, + u, )13y06#137J Em 


= u FarTIOH u,)5e —Ilu' , ud: (u), u,)o 





ER RSTRER 
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VI. Die Componenten der Rotationsgeschwindigkeit nach den drei 
oO oO 
im Raume festen Axen: 
en IIu ,u,)5Iu,,u,)5e Alu), W,)5e I (u, u, )S 
Iu,u,)5 Fu, , u, )3e — lu, u, )5e (u), %,)S 
(+1) 9(u, Fu‘, u, Fu), A913. —- (+1) Il, Tu! , uU), )13:19 


N Er 
tır = +1, — \ N, 
ı1z +29 u), u) Pu, , u,)8s —IU,,U,)de FU), U,)) 
VI. Die Coordinaten des Mittelpunktes: 
RE i lu, IE ACH u,)5e — (u, u,)5:.N'Ilu,, u,)5 
“a (u, u,)5 I lu, , u,)de —IlU,, u, )de IH, , %,) 
N Wed (+1)?! (u, Tu’, u, Fu) „II. (+1) Hu, Tu’, u, Fu, )13.4'9,, P. ' 


J Illu‘, u,)5 lu, , u, )ds — lu, u, )seI(u,, u,)s 

Zum Schluss mag die Bemerkung gestattet sein, dass die Formeln 
für die Richtungscosinus den charakteristischen Bedingungen genügen, un- 
abhängig von der Bedeutung der Grössen z,, %, %., %, 4%. Es erscheint 
daher nicht ausgeschlossen, dass die betreffenden Formeln, wenn man in 
ihnen für die fünf Argumente passend gewählte Funetionen der Zeit setzt, 


auch zur Lösung anderer Rotationsprobleme dienen können. 











Zur Theorie der Differenzengleichungen. 


(Von Herrn W. Heymann in Plauen i. V.) 


Eine Transformation bei linearen simultanen Differenzengleichungen *). 
K 
in System von Differenzengleichungen 


(1.) yi' +2f y) Bu () cs. Ba=L 24,n n) 
« k “ 


’ 


in welchem die f ganze Functionen von x bedeuten und die y” von x ab- 
hängige Veränderliche sind, kaun im Allgemeinen so transformirt werden, 
dass in jeder der » Gleichungen die Summe = einen linearen Faetor aus- 
scheiden lässt; das heisst also, das System (1.) kann übergeführt werden in 


Hz) yp,% = 0 ke, un), 
\ k 8 


wo nun die g ebenfalls ganze Functionen von x sind. 
Um die Transformation vorzunehmen, führe man in das System (1.) 
die linearen Substitutionen ein: 


(2.) Y; 


\ 
% 


= 230,3”, 
k 


wobei die a von x unabhängig seien, dann entsteht 


> mt+1 u 
(3.) Sa, +fır =. 
Bestimmt man hieraus die Veränderlichen z7*' bis z24*', so erhält man n 
(Gleichungen 
N n N 
; N „+1 \ x ’ 2 F = 
(4.) D:; rAu&fayit Aus far tAu SE faye re 0, 
in denen 
D — 1a, (,k=1,2...%) 
und A, die Adjunete von a, ist. 
Ordnet man in den Gleichungen (4.) nach den Veränderlichen y7 bis 


*) Die analoge Transformation für ein System von linearen Differentialgleichungen 
hat Verfasser im 98. Bd. dieses Journals mitgetheilt. 


ee a Bi en m & P a een ne a 
re 205 er, ann 32 Zr 1 dar ln, EI tik Ace”: ET et ee 
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y;, so ergiebt sich 
N x+1 | „8 Ri » \ r an > ' i vw ; 
(9.) Dz; tyzAf 1 NZA;f: re ZSA;f;. 2 0 
Wenn man nun verlangt, dass sämmtliche Summen F& der ersten dieser 


(Gleichungen den Factor r—e,, die der zweiten den Faetor 2—& u. 8 f. 
ausscheiden lassen, so ergeben sich » Gruppen von je » Bedingungsglei- 


chungen, von denen die öte folgendermassen lautet: 


6) FAfıl-, = [EA = 2. Aufl, = 0. 


1; 


Aus diesen Gleichungen lassen sich die Verhältnisse der »° Subdeterminanten 


A,, bis A,, bestimmen, vorausgesetzt dass die Determinante 


vr faul (,k=1,2 ) 
für 2=e (d=1,2,..., n) verschwindet. 

Die mit V bezeichnete ganze Funetion von x wird im Allgemeinen 
den »ten (rad übersteigen, und da es nur darauf ankommt. » unter sich 
verschiedene Werthe &, für x herauszugreifen, welehe V zum Verschwinden 
bringen. so wird es mehrere Gruppen von Werthen & sowie a, geben, die 
alle dieselbe Transformation leisten. — Verschwindet V etwa für m ver- 


schiedene Werthe von z (mn. wobei auch unter sich zleicehe Wurzeln 
\ F 


2 a . m . ‚ . 
vorkommen dürfen), so lassen sich $ ) verschiedene Gruppen &, und a, auf- 
l 


stellen. Ist m <<n, so kann die in Rede stehende Transformation nur an 


m Gleichungen des Systems (5.) vollzogen werden. 


Hat man nun für A,, bis A,, die entsprechenden proportionalen Aus- 


drücke berechnet, so gewinnt man auch für die Elemente a, proportionale 
Ausdrücke, indem man von dem Determinantensatz 


u = Au:D" 
Gebrauch macht, unter A;, die Adjunete von A, in Bezug auf das System 
|A,.| verstanden. 
Bemerkt sei noch, dass auf System (1.) das allgemeinere 
(T.) Fort’ + fo — () 
zurückkommt, in welchem F eine rationale ganze Function 
FF N(z-e,)” 
5 


bedeutet. Die hierzu zweekdienliche Substitution ist: 
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r 


Y, 
r z G=1,2...% 
I/II (x -a,)| F 
: 
wo /' die Eulersche Gammafunetion bezeichnet. — 
Anwendung auf das hypergeometrische System zweiter Klasse: 
[Y: ra Aa,-+ b, g\ yı+ (c,+ d,xz)y - ne (), 


yet’ + (a+b,e)yi+(+Hda)y: = 0. 


Nach der vorigen Darleeung entsteht hieraus 


„ri! 4 » c 3 . PER 1 .) 0% — ı) 
>: TEE) 0 Sı TrPı2) = UV, 
’ 
1 , 
(22+' 1 x \a.z2’ıA.z’) — 0 
2 r\A —£&), 6 3 Tr [J23», = R 


Y 1 L N } f ; 17, 'ı70 Y° (\] in! i113 s 
vobeı e, und & dıe Wurzeln der Wlelc EHLETEE 
a+be a+dıe 


a+b,e G+d,e 


RE ERREN Ran 
bedeuten. »elzt man des Weiteren 
5 3; r-&,—1l)t ) 
yi Ule | man ZU 
.ı 2 / \ 
(' a(2- 5 — lei +9, (a -8—1l)vi = 0 
1 ) f N 
(2 (2 E, 1)? DIE Zu: -1)r v 
1 I, ah 1’ » I'1, 7 N 1» ıffara 7% ‚laıchnno { ratan 1 r (% © 1 I? a1 
d.h. aber: Ein lineares Differenzengleichunessvstem, in welchem die Reihen 
In - m] 117 di Lo > * . c hahafta ‘3 A l-« ı I St le] rc 1 ch fr 
ler z’ mit einem Faetor z—e,; behaftet sind, kann in ein solches umgesetzt 


:hem die Colonnen der vo” mit einem Factor zr—e—1 be- 


h 1 arltınm mıl nfanhar ann tn . rat 1 
1a ii IUSt erkung gilt offenbar auch für ein System mit 
r \ielenüuneen. Und was 1m besonderen das I\ pergeometrische SVstem 12.) 


anlangt, so gewährt sie hier einen praktischen Nutzen. Denn gerade die 


> \ A 1 


rd | 
»IEFEE i 


Gleichungen es, welche nach Klimination einer der abhängigen 


veränderlichen v7 oder ®° unmittelbar auf eine Differenzengleichung der 


Av HA, +B,2)e”''+(A,+B,ce+G,e)v" = 0 
führen, welche letztere durch die Gausssche hypergeometrische heihe voll- 
ständig integrirt werden kann. 


/;wei Sätze über die Determinanten der Integrale von linearen Differenzengleichungen. 


A.) Es seien y @=1, 2,..., ») die partieulären Integrale einer 


linearen Differenzengleichung »ter Ordnung 


£® f(y) = y’’"+9a-1Y +tp$ 


1 


+pmy"=V, 
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und man bezeichne die Determinante 


Yyı ER Yı 


ee 


mit D’, dann bestimmt sich letztere durch die lineare Differenzengleiehung 


erster Ordnung 


Dieser Satz folet unmittelbar durch Elimination der Üoethicienten p is 


p, aus den » Gleichungen 
fu 0 


und er ist das einfache Analoson des Abel-Liouvillesehen Satzes Tür lineare 


| )ifferentialeleichungen. 


Hieraus varfı Man adel nicht sehliessen. «ass del eine »arTzZ den all- 


deren überflüssig Mache. is eiebt Funetionen einer Veränderlichen, die 
durehaus keiner aleebraischen Differentialeleichung renlioen. woh! 


“ “ \ “8 , * 1 1 R . ı 4 1 n 
elller aleebraischen Uiiferenzeneleichung IBITE umeekehrt. \ui solehe  II1G- 
t7 r ird nl 1 1 7127 el » ı ı* ler a y’cH 1 ‚| Y’ 11 1 ® FW ı N T 
1Oonen Wwirä Sich eden eniWweuer nur der erste OuerT Nur del ZWwelille Datz Aaln- 
wenden jassen. — »0 genug! beispielsweise die Kammafunetlon eıneı N 


einfachen Differenzengleichung, während sie, wie Herr Weierstrass bemerkt 


. Y ® 1 ı Br: . n . En 2 i Ch 
hat, nie das Integral einer algebraischen Ditferentialgleichung sein kann 
» * a) ® „.. = ' F r I ‚ . I 4 von En ‚ un 
Auf diese Funetion würde also gerade unser Determinantensatz passen, un 


wir wollen daher auf diesen Fall kurz eingehen. 
Wir gehen von der Differenzengleichung 
Mn 


Ereh v 


N 


y 


aus, deren partieuläre Integrale die Gestalt 


r er 
FE ; e I ’( 
y: ei y \ 1 


haben, wobei &, bis e, die Wurzeln der Gleichung & = 1 bedeuten. Bilden 
wir die mit D” bezeichnete Determinante, so enthalten alle Elemente von 
ein und derselben Colonne die gleiche Gammafunetion, und es ergiebt 
sich leicht: 


‘) Vergl. die Abhandlung „Ueber die Eigenschaft der Gammafunction, keiner alge- 
braischen Differentialeleichung zu genügen“ von O. Hölder. Math. Annalen Bd. NAVI. 


1 7 Diy 
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D: = (- er \r(ezi);g rer r} 


n 


n 


1 
RR) 
z = (-1)* ER, 


Andererseits hat man nach (2.) 
Zu \n- T - 
DH — (—1y _ D*, 
also 
D’ = (-1)"""Kn"l'(«), 
unter K eine willkürliche periodische Constante verstanden. 
Setzt man ze = nz und vergleicht die beiden für D” gefundenen Aus- 
drücke, dann gelangt man zu dem bekannten Legendre-Gaussschen 'T'heorem 


MN n—] er 
IXz)I\s+ „yet (24 — ) = cn"I (nz), 


wobei noch die Constante e in der gewohnten Weise zu bestimmen wäre 
und den Werth »°(27):"" erhält. 

Eine andere Anwendung würde die sein, dass man eine der Gauss- 
schen totalen Differenzengleichungen zweiter Ordnung für die hypergeo- 
metrische Reihe herausgreift und mittelst ihrer beiden Partieularlösungen 
die Determinante D” bildet und näher bestimmt, wodurch man sehr leicht 
auf gewisse für die hypergeometrischen Functionen eharakteristische For- 
meln kommt. Indessen gilt hier im Gegensatz zu der vorigen Anwendung, 
dass diese Formeln auch mit Hülfe des Abelschen Determinantensatzes ge- 
funden werden können, weil die hypergeometrische Reihe bezüglich des 
vierten Elements einer Differentialgleichung genügt”). 

B.) Es sei 


fs j' , v 4 \ ‘ 
(Ö.) vv = Zcya (k=1,2,...n) 
& 


das vollständige Integralsystem eines Systems linearer simultaner Differen- 
zengleichungen 


(AN +1 Sn, Fa BwrE 
(4.) Y; T=Pa%k - 0 (,k=1, 2, ..u n), 


mit D”, dann bestimmt sich letz- 





und man bezeichne die Determinante |yÄ, 
tere durch die lineare Differenzengleichung erster Ordnung 


(9.) D’t! = (— )"|pa| D" (G,k=1,2,..u0) 


*) Abel. „Sur quelques integrales definies“. Dieses Journal Bd. II. 





Heymann, zur Theorie der Differenzengleichungen. 


Dieser Satz *) folgt unmittelbar, wenn man in 
Dt! zn ya 
die »° Substitutionen 


c+1 


Yır 


— —Sp,Yi rel, 2.0), 
J 


welche infolge der Gleichungen (4.) vorhanden sind, einführt, denn dann 
erhält man nach der Multiplieationsregel der Determinanten 


D’" = (-1)|pal-Iyül; 
d.h. die Gleichung (5.). 


*) Den analogen Satz für ein System linearer Differentialgleichungen hat Verf. in 
der Zeitschr. f. Math. u. Phys. Jahrg. XXX aufgestellt. 
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Beweis eines Satzes aus der Analysis Situs. 
(Von Herrn ©. Koehler in Heidelberg.) 


D«: Nachweis, dass sich die Zusammenhangszahl eines Flächen- 
systems durch jeden in ihm gezogenen Querschnitt um eine Einheit ändert, 
wird eewöhnlich «estützt auf den Riemannschen Satz: 

„Wenn eine »-fach zusammenhängende Fläche durch v, resp. v' Quer- 

;chnitte in 0, resp. 0° einfach zusammenhängende Flächen verwandelt wird, 
v—o' vo 

ass man auch umgekehrt jenen Nachweis direet führen und aus 

ihm den Züemannschen Fundamentalsatz auf sehr einfache Weise herleiten 

ann, dies soll im Folgenden gezeigt werden. 

Nach Riemann (Ges. Werke >. 85 ff.) besitzt eine Fläche F die 
/usammenhangszahl », wenn man in ihr »—1 geschlossene Uurven «a, 
ds. 2... Ad,_, Ziehen kann, welche weder für sieh noch unter einander einen 
lächentheil vollständig begrenzen, mit deren Zuziehung aber jede andere 
‚eschlossene Uurve die vollständige Begrenzung eines Flächentheils bildet, 


und man versteht unter der Zusammenhangszahl eines Flächensystems die 
Summe aller Zusammenhangszahlen der einzelnen Flächen desselben (l. e. 
Ss. 11). Dass die Zahl » von den zu ihrer Bestimmung gewählten Uurven 
A, 4, ..., Aa, , unabhängig ist, folgt aus den beiden Sätzen: 

I. Zwei Systeme geschlossener Curven, von denen jedes mit einem 
dritten solchen System einen Theil von F vollständig begrenzt, bilden auch 
mit einander die vollständige Begrenzung eines Flächentheils. 

Il. Bildet irgend eine auf F gezogene geschlossene Curve 5b mit 
A,, d,, ..., Ad, die vollständige Begrenzung eines Flächentheils, so darf 
eine beliebige dieser Curven in dem System @,, @, ..., a,_, durch 5 er- 
setzt werden. 

Ausser diesen beiden wird im Folgenden noch der genau wie 1 zu 
beweisende Satz benutzt: 

Ill. Wenn von zwei Systemen geschlossener Curven, welche mit 


einander einen Theil von F vollständig begrenzen, das eine System schon 
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für sich allein eine vollständige Begrenzung bildet, so begrenzt auch das 


andere System für sich einen Flächentheil vollständie. 


Wenn man sich nun in jeder Fläche eines gegebenen Flächensvstem 


ein System von geschlossenen Curven zur Bestimmung der Zusammenhaı 

zahl aufgezeichnet denkt und dann in einer Fläche F desselben einen b 
liebigen Querschnitt q zieht, so wird dieser i. A. die vorher auf F fixirteı 
Uurven schneiden. Man kann aber zeigen, dass in dem Uurvensysteme au 


. 
UInKtien & +7) 


F die Uurve a,, wenn sie von q In zwei oder mehr 


a ’ .o + ardor l- lyıpral 17 N volch ’ y 
wırd, stets ersetzt werden Kann duren eine andere, Weiche Vol ] Iil)- 
In ce] N r 11 Pr kt 47 aniconarv (vfA .] Yıttaı wird Mare aln {ı ho 

dESTENSs ZWEI FUnKten Weniger geschnitten WifGa WIc Si SC1U) 


b n m. I y ‚nı Sohn1it#nnmn]l \ ' ng 
Es seien X und M zwei Schnittpunkte von a, und 
- p „as „a. nr umbt+ ; i 4 ni j ’ I. 
sich auf q kein weiterer Punkt von a, befindet, es seien ferner A 


resp. K und M zwei an dem imken. re 


/ 


aan 
. 
. 
- 
Damen 


„as e a I er = > gr “alsha u Bu - . 
nahe Je] N und M FEIclene | uINKIe. Welitcne, Wenn all x ul ( 


u FT u ya‘ ] . Bi ı +? f’ wow / N 4 ) “ J ) 
einem Zuee durehläuft. auf derselben Seite von a, liecen, damn 


’ +1 . 1 
| DEeilMm | GN Iien 1 ad, UDerscehrell mal G» N 
| I ' 
niehtunge wie bei M. ınn erhält man eine eeschlo | 
I ) , | I 
h IC DEI Ih ! it „ { . [N 1» | Il 4 ( } Gi ii ZWEeIN \ Ah 


K, mit M, durch zwei zu q parallele Linien verbindet. D Se eb 


I - I7 3 | h; . I PR I 1 3 

Del A und Del 7 den Wuerschn N1C1 sehn (eI N 

D) 17 1 1 1 

Steile ame alı Ger 10N 4, EVentueli 10% h ul l | Il | 

1 . Es . .. 1 «tr r + Pr . , x n 64 \ n i 
ScnrFelten MUSS, 50 DESIZL SIC VENAaU ZWEI DENDIEDUNKIE Wenig | PR 
‘ 4 1 1 svwrn} a 1 ) } 

Ad . Ausserdem DOOTE 117 AaDel (d i l b. i i id vi i 

kanı 3 ıt rn »] 1] ın Iam ('nrv \ ırcutam x 2 IN A my / ’ r. | 

ann somm NACH i il UCIIl UTVENSVStTENM oil 1} ut doll J Y) IU4i 
” ed rn ‚Y 14 ] h I } h ) 
2. er Yuersennitt wird bei M in entgerenges htung UD 


sehritten wie bei X, wenn man a, in einem Zuge durehläuf: In diesem 
r. . . ‚ , \ ' n , 
Kalle zieht man eine Curve b, von RK paraliei Zu q Nach H 14, ONNE DE 
j ] 4 on ham UP . al RT .. 4 
K und M den Querschnitt zu überschreiten, parallel mit a, zurück nach A 


ferner in derselben Weise eine Curve b, von K, über M, zurück nach KA 
Dann begrenzen b,, b,, a, zusammen einen Flächentheil vollständig. "Thu 
dies nun schon 5, (oder b,) für sich allein, so bildet nach III 6, (oder b,) mi 
a, zusammen eine vollständige Begrenzung, und a, kann nach II durch 5 
‘oder b,) ersetzt werden. Begrenzt dagegen b, erst mit a,, a,. ..., a, einen 


Flächentheil vollständig, so darf b, an Stelle von a, treten, wenn sich a 











120 Koehler, Beweis eines Satzes aus der Analysis Situs. 


‚ a, befindet. Ist dies aber nicht der Fall, 
so folgt aus I, da einerseits b,, b,, a,, andererseits b,, a,, a,, ..., a, eine 


unter den Uurven a,, a,,... a 


u» 


vollständige Begrenzung bilden, dass auch b, mit a, a,, a,, ..., a, dies 
thut und demnach 5b, die Curve a, im Curvensystem von F ersetzen darf. 
Nun besitzen b, und b, zusammen zwei Schnittpunkte weniger mit q wie 
a,, diese Unrve kann somit in allen Fällen durch eine andere ersetzt werden, 
welche q in mindestens zwei Punkten weniger trifft wie sie selbst. 

Durch fortgesetzte Anwendung dieses Verfahrens erhält man offen- 
bar auf F ein System geschlossener Gurven, deren keine den beliebig ge- 
zogrenen Querschnitt in mehr als einem Punkte schneidet. 

Sind nun in diesem System noch mehrere Curven vorhanden, welche q 
schneiden, so lassen sich durch ein dem eben angewandten völlig analoges 
Verfahren diese alle bis auf eine einzige durch andere Uurven ersetzen, 
welche q nieht mehr schneiden. Man kann demnach, wenn in F ein be- 
liebiger Querschnitt qg gezogen wird, das Uurvensystem für diese Fläche 
stets so wählen, dass entweder 

1) keine seiner Uurven q trifft, oder 

2) nur eine seiner Gurven und diese nur in einem einzigen Punkte 
q schneidet. 

Daraus folgt unmittelbar, dass im ersten Fall der Querschnitt die 
Fläche F zerstückt und die Zusammenhangszahl des Flächensystems um 
eine Einheit erhöht, dass dagegen im zweiten Fall der Querschnitt die 
Fläche F nieht zerstückt und die Zusammenhangszahl des Systems um eine 
Einheit erniedrigt. 

Wenn nun ein aus k Flächen bestehendes Flächensystem durch v 
(Juerschnitte in o einfach zusammenhängende Flächen zerlegt wird, so 
müssen offenbar o—k dieser Querschnitte Flächen des Systems zerstücken, 
während die übrigen »—(o—#) Querschnitte dies nicht thun. Die Zusammen- 
hangszahl e des Flächensystems nach der Zerschneidung wird demnach, 
wenn sie vorher gleich » war, gleich 2r+(e—k)—(v—o+Ä), es ist somit 

v—o = n—?2k 
und daher, wenn dasselbe Flächensystem ein anderes Mal durch v" Quer- 
schnitte in go’ einfach zusammenhängende Flächen zerlegt wird: 

v—o = v0, 
w. z. D. w. 








Ueber die Grundlagen der Geometrie. 
(Von Herrn Wilhelm Killing in Braunsberg.) 


I der vorliegenden Abhandlung habe ich bereits früher einige 
Vorarbeiten herausgegeben, nämlich eine Arbeit, welche im ‚Jahresbericht 
des Gymnasiums zu Brilon 1380 erschien, und eine zweite, welche dem 
Verzeichniss der Vorlesungen unseres Lyceums für den Winter 1884/55 
vorgedruckt ist. Einzelne Theile dieser Arbeiten sind, jedoch nieht ohne 
durchgreifende Aenderungen, in die vorliegende Arbeit aufgenommen; aber 
der grösste T'heil, namentlich die letzten Paragraphen, ist ganz neu. 

Dass die Geometrie gewisse Sätze unbewiesen voraussetzen und dar- 
auf den Beweis für ihre weiteren Sätze stützen müsse, ist von je her an- 
erkannt. Aber ganz Entsprechendes gilt für die Begriffe. Die Bildung von 
Begriffen geschieht in der Geometrie durch Definitionen, deren Wesen darin 
besteht, mehrere Begriffe zu einem einzigen neuen zu verbinden. Daraus 
folgt, dass auch die Bildung von Definitionen einmal ihre Grenze findet, 
und dass gewisse Begriffe, ohne selbst definirt werden zu können, allen 
Definitionen zugrunde liegen; sie mögen als Grundbegriffe der (Geometrie 
bezeichnet werden. Damit dieser Name einem System von Begriffen bei- 
gelegt werden kann, hat dasselbe somit drei Bedingungen zu genügen: 
erstens muss jeder dieser Begriffe für die Geometrie nothwendig sein, zweitens 
muss das System nicht auf eine geringere Zahl zurückgeführt werden können, 
und drittens zur Gewinnung aller geometrischen Begriffe ausreichen. 

Mit der Aufstelluı 
Definitionen keineswegs gegeben. Bevor man mehrere Begriffe in einer 


ıg der Grundbegriffe ist aber die Möglichkeit von 
Definition zusammenstellt, muss die Möglichkeit erkannt sein, sie überhaupt 
zu verbinden, und weil die Verbindung einen neuen Begriff ergeben soll, 
darf die Verbindung nieht nothwendig sein. Ferner kann in vielen Fällen 
eine Definition nicht unmittelbar in voller Allgemeinheit aufgestellt werden, 
sondern benutzt einen Hülfsbegriff, der, wenigstens scheinbar, speciellen 
16 
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— 


Charakter hat; in diesen Fällen ist es nöthig, nachzuweisen, dass der neue 
egrifft wirklich allgemeine Gültigkeit besitzt. So erkennen wir, dass jede 
Definition bereits gewisse Urtheile voraussetzt. Diejenigen Urtheile (Sätze), 
welche nieht durch Beweise auf andere zurückführbar sind, bilden somit 
die Grundlage für die Definitionen und für die weiteren Urtheile; es möge 
vestattet sein, sie als Grundsätze der Geometrie zu bezeichnen. 

Bei der grossen Verschiedenheit der Ansichten, welche über die 
ersten Begriffe der Geometrie herrschen, habe ich es für nöthig gehalten, 
bei Aufstellung der Grundbegriffe meine Anschauung näher zu begründen 
und möglichen Missverständnissen thunlichst vorzubeugen, wobei ich mit 
dem (reständniss nicht zurückhalten will, dass ich die Berechtigung der 
von mir aufgestellten Grundbegriffe und Grundsätze hauptsächlich in dem 
Umstande erblieke, dass mit ihrer Hülfe ein eonsequenter Aufbau der Geo- 
metrie möglich ist. Zugleich verhehle ich mir aber nicht, dass jetzt noth- 
wendigerweise eine zweite Aufgabe an uns herantritt, nämlich tiefer auf 
die innere Berechtigung dieser Begriffe und Urtheile einzugehen. Diese 
Aufgabe, welche immer erst einen späteren Platz einnehmen kann, dürfte 
weniger der Mathematik angehören. Von dem philosophischen Gebiete 
habe ich aber geglaubt, mich ganz fernhalten zu sollen, so interessant es 
sicherlich gewesen wäre, wenigstens einige Ausblicke anzubringen. 

Wenn ich auch in $ 2 alle Grundsätze unmittelbar neben einander 
stelle, so würde ich es doch für angemessener erachtet haben, die einzelnen 
für sieh in ihren Uonsequenzen soweit zu verfolgen, bis sich die Hinzu- 
nahme weiterer als nothwendig erweist. Hieran hinderte mich jedoch die 
Absicht, die Darlegung nicht breiter werden zu lassen, als bereits jetzt noth- 
wendig war. Bei grundlegenden Arbeiten wird eine gewisse Breite nicht 
zu umgehen sein. Bei Herleitung der Begriffe schien mir eine peinliche 
Ausführlichkeit angebracht; bei einigen Beweisen glaubte ich aber, es mit 
kurzen Andeutungen bewenden lassen zu können, um nicht gar zu weit- 
läufig zu werden. 

Die ersten neun Paragraphen beschäftigen sich nur mit denjenigen 
Folgerungen, welche sich aus den sieben ersten Grundsätzen ergeben, und 
velangen zu der überaus merkwürdigen Thatsache, dass das hierdurch be- 
stimmte Wissensgebiet wesentlich identisch ist mit einer fest begrenzten 
analytischen 'T'heorie, nämlich der der endlichen transitiven T'ransformations- 


gruppen. Sollte man einen Mangel darin finden wollen, dass man nicht 
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unmittelbar die intransitiven Gruppen mit erhält, so möge man nur berück- 
sichtigen, dass die intransitiven Gruppen eben nicht in sich abgeschlossen 
sind und ein über die Gruppe hinausgehendes Grössengebiet voraussetzen. 
Andererseits führt aber die Theorie der transitiven Gruppen durch die in 
ihnen enthaltenen Untergruppen auf die intransitiven Gruppen, so dass letz- 
tere auch bei unserem Ausgangspunkte nicht ausgeschlossen sind. 

Gleichwie es ausserordentlich viele verschiedene transitive Gruppen 
giebt, so kann man auch ganz verschiedene in sich abgeschlossene Systeme 
aufstellen, welche den angegebenen Grundsätzen „enügen. Alle diese 
zeigen, wie sie auf derselben Grundlage ruhen, in ihrem Aufban wesent- 
liche Uebereinstimmung. Sie müssen demnach als Zweige einer einzigen 
Wissenschaft bezeichnet werden, und es wird passend sein, dieser einen 
eigenen Namen zu geben. Es liegt aber nichts näher, als diese Wissen- 
schaft eine „verallgemeinerte Geometrie“ zu nennen und ihren Zweigen den 
Namen „kaumformen im allgemeinen Sinne“ beizulegen, im Gegensatz zu 
den „eigentlichen Raumformen“, welche durch den Grundsatz VIII be- 
stimmt werden und für den Fall dreier Dimensionen unserer Erfahrune 
genügen. 

Ks dürfte überhaupt fraglich sein, ob der letzte Grundsatz mit den 
übrigen ganz auf dieselbe Stufe gestellt werden kann. Nach demselben 
soll bei der Ruhe eines Punktes weder ein zweiter jede beliebige Lage 


1) 


annehmen können, noch soll ein dureh den ruhenden Punkt zehendes Ge- 
bilde nothwendig bei der Ruhe des Punktes in sich verbleiben. Während 
die übrigen Grundsätze ganz allgemein vorausgesetzt werden müssen, darf 
hier die postulirte Eigenschaft nur für einen einzigen Punkt angenommen 
werden und folgt dann für jeden andern. Somit begründet auch dieser 
(Grundsatz nur eine gewisse Abtheilung in einem grösseren (zebiete. 

Für meine Ueberzeugung, dass die Geometrie im engeren Sinne nur 
als kleiner Theil in einem allgemeinen Wissens-(Grebiete aufgefasst werden 
muss, spricht auch folgender Umstand. Wenn man, in Verfolgung eines 
Plückerschen Gedankens, in einer eigentlichen Raumform eine gerade Linie, 
eine Ebene oder überhaupt ein Gebilde, welches bei allen 'Transformationen 
einer Untergruppe in sich verbleibt, als Element einer haumform auffasst, 
so gelangt man im tiefsten runde nur zu einer andern Behandlung der- 
selben Raumform; auch zeigt das System, zu dem man auf diese Weise 
geführt wird, stets die Eigenschaften einer verallgemeinerten, aber nur in 
16* 
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den seltensten Fällen die einer eigentlichen Raumform. So wird man durch 
eine ganz einfache Operation, welche an einer eigentlichen Raumform aus- 
geführt wird, auf die allgemeineren geführt. 

Endlich darf ich wohl zur Stütze meiner Ansicht auf eine zweidimen- 
sionale Raumform aufmerksam machen, welche ich in $ 13 näher charak- 
terisirt habe, und welche mit meinem achten Grundsatze vielleicht noch 
vereinbar ist. In derselben wird der Kreis durch eine gewisse Spirale er- 
setzt. Herr von Helmholtz, der, ohne ihre Gleichungen aufzustellen, sie 
genau beschreibt, schliesst sie durch das Postulat aus, dass bei der Ruhe 
eines Punktes ein zweiter sich in einer geschlossenen Linie bewege. Be- 
schränken wir uns aber auf Erfahrungen, bei denen nur Bewegungen in 
einer Ebene benutzt werden, so lässt sich die Unmöglichkeit einer solchen 
kaumform nicht erweisen; für den mehrdimensionalen Raum wird sie aller- 
dings von selbst ausgeschlossen. 

Bei der engen Beziehung, welche zwischen den verallgemeinerten 
haumformen und den Transformations-Gruppen stattfindet. erachte ich es 
für nothwendig, auf die kleinen zwischen beiden Theorien bestehenden Unter- 
schiede hinzuweisen. Der eine beruht darin, dass in der Gruppe eomplexe 
Werthe der Variabeln mit den reellen gleich berechtigt sind, in der Raum- 
form aber nicht, und dass infolge dessen zwei Gruppen als wesentlich iden- 
tisch (ähnlich) zu betrachten sind, wenn sie auch durch eine imaginäre 
Transformation in einander umgewandelt werden, während die entsprechen- 
den Raumformen wesentliche Verschiedenheiten zeigen. Ein zweiter Unter- 
schied ist der, dass zu derselben Gruppe mehrere kaumformen gehören 
können. Es giebt nämlich Fälle, in denen einem Punkte sowohl je ein 
einziges als auch mehrere Werthsysteme der Variabeln beigeordnet werden 
können. Ich erinnere an die beiden Raumformen positiver eonstanter Krüm- 
mung, welche für jede Zahl von Dimensionen möglich sind (dieses Journal 
3d. 83 8. 72). 

In $ 9 habe ich einen Ueberblick über die T'heorie der Transfor- 
mations-Gruppen gegeben. Dabei musste ich vor allem solche Partieen 
berücksichtigen, welche in den folgenden Paragraphen Anwendung finden 
oder doch geeignet sind, das Verständniss der darin benutzten Beweise zu 
erleichtern. Angaben darüber, wo der einzelne Satz zuerst aufgestellt sei, 
oder wo man seinen einfachsten Beweis finde, habe ich ganz ausgeschlossen. 
Die Litteratur auf diesem Gebiete ist ja noch ziemlich klein. Für $ 9 
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kommt es vor allem auf den ersten Band der „Transformations-Gruppen“ 
des Herrn Lie (Leipzig 1888) an; daneben vergleiche man eine Arbeit des 
Herrn Schar im 35. Bande der Annalen und endlich meine eigenen Arbeiten, 
namentlich diejenigen, welche in den Bänden 31—36 der Annalen veröttent- 
licht sind. Wenn ich mich in $ 8 bei Entwieklung des Begriffs der Trans- 
formations-Gruppen recht eng an Herrn Lie angeschlossen habe, so leitete 
mich vor allem das Bestreben, die volle Uebereinstimmung um so deutlicher 
hervortreten zu lassen. Auch hätte ich in $ 10 erwähnen können, dass 
Herr Lie bereits mehrfach die lineare Gruppe in Betracht gezogen hat, 
durch welche die Bewegung der einem festen Punkte unendlich nahen 
Punkte bestimmt wird. 

Die vier letzten Paragraphen sind den eigentlichen Raumfornien ge- 
widmet. Wie Herr von Helmholtz von gewissen Eigenschaften der Bewegung 
ausgeht und dadurch zuerst auf die wahre Grundlage der Geometrie hin- 
gewiesen hat, setze auch ich Eigenschaften der Bewegung voraus, und zwar 
betrachte ich ebenfalls die Drehung eines Körpers um einen festen Punkt. 
Meine Voraussetzung führt mich dann auf eine Invariante zwischen den 
Coordinaten zweier Punkte, also auf eine Abstandsfunetion im Sinne des 
Herrn Weierstrass. Indem ich die beiden Punkte unendlich nahe an ein- 
ander rücken lasse, vertritt die Invariante Aiemanns Ausdruck für das Qua- 
drat des Bogenelementes, und ich weise nach, dass derselbe in den Ditte- 
rentialen homogen linear vom zweiten Grade ist. Denselben behandle ich 
in zweifacher Weise, einmal im Anschluss und unter Benutzung der Unter- 
suchungen, welche in diesem Journal von den Herren Christoffel (Bd. 70) 
und Lipschitz (Bd. 70—72) angestellt worden sind. Endlieh wende ich die 
Theorie der Transformations- Gruppen an und gelange dadurch zu einer 
recht einfachen und elementaren Herleitung der eigentlichen Raumformen. 

Zum Schluss sei noch folgende Bemerkung gestattet: Bei den eigent- 
lichen RKaumformen tritt die wichtige Erscheinung auf, dass niemals ein 
Körper oder ein Grenzgebilde mit einem seiner Theile zur Deckung ge- 
bracht werden kann. Bei meinem Grundsatz VIII (und ebenso bei den 
Voraussetzungen des Herrn eor Helmholtz) stellt sich diese 'T’'hatsache als 
ein Lehrsatz dar, der bewiesen werden kann. Man kann auch versuchen, 
diese Eigenschaft zur Grundlage zu wählen; nur muss man sie dann nicht 
bloss für Körper, sondern auch für sämmtliche Grenzgebilde machen. Ob 
es dann gelingt, die Bewegung ganz zu entbehren, kann ich noch nicht 
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übersehen: jedenfalls würde die Durchführung grosse Schwierigkeiten bieten. 
Auch hieraus geht hervor, dass es in der Geometrie besonders auf Lagenbezie- 
hungen ankommt, und dass Grössensätze immer erst die zweite Stelle einnehmen. 


$1. 
Grundbeeriffe. 

Als Grundbegriffe der Geometrie stellen wir folgende auf: 

Feste Körper, Theile eines Körpers, Raum, Theile eines Raumes, einen 
Raum einnehmen (decken), Zeit, Ruhe, Bewegung. 

Die Alten glaubten bekanntlich, die Bewegung sei der Geometrie 
fremd, und sie machten infolge dessen die grössten Anstrengungen, auch 
aus den geometrischen Beweisen den Gebrauch der Bewegung ganz zu ver- 
bannen. Aber es ist ihnen keineswegs gelungen, ohne Bewegung auszu- 
kommen. Wenn Euklid die Congruenzsätze des Dreiecks und manche Sätze 
über den Kreis beweist, so benutzt er die Bewegung ganz offenkundig; 
selbst der (Gebrauch des Zirkels in denjenigen Uonstructions-Aufgaben, welche 
als Existenzbeweise dienen, kommt meistens auf Bewegung hinaus; endlich 
ist in sehr vielen Fällen, wo Euklid seine Grössensätze benutzt, der tiefere 
Grund in der Bewegung zu suchen. Sobald aber ein Satz, dessen Beweis 
unter Anwendung der Bewegung geführt wird, beim Beweise eines anderen 
Satzes benutzt wird, stützt sich auch der letztere auf Bewegung; daraus, 
dass mancher Beweis nur die Uongruenzsätze der Dreiecke in Anwendung 
bringt, darf daher keineswegs gefolgert werden, dass für denselben die Be- 
weeung überflüssig sei. Vielmehr wird man zugeben müssen, dass die direete 
Anwendung der Bewegung in sehr vielen Fällen die Beweise einfacher, 
natürlicher und übersichtlicher macht. Könnte die Bewegung in der Geometrie 
wirklich entbehrt werden, so würden die Versuche der Alten ganz gewiss 
einen besseren Erfolg gehabt haben. 

In neuerer Zeit sagt man vielfach, es komme nicht auf die Bewegung 
der Körper, sondern auf die Vergleichung verschiedener Raumtheile an. 
Dieser Gedanke liegt um so näher, da grossartige Fortschritte, welche die 
(seometrie in letzter Zeit gemacht hat, gerade dadurch herbeigeführt worden 
sind, dass man die Vergleichung in der verschiedensten Weise zugelassen 
hat. Man übersieht aber hierbei, dass die verschiedenen Arten der Ver- 
gleichung einer gesonderten Herleitung bedürfen, und dass sich alle aus 
der Congruenz herleiten lassen. Auch kommt es der Geometrie an und für 
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sich nur auf die begrifflichen Operationen an, und es ist ihr gleichgültig. 
welche Vorstellungen mit den Begriffen verbunden werden. Man darf daher 
ohne Zweifel eine gewisse Vergleichung von Raumtheilen an die Spitze der 
(seometrie stellen; aber diese Vergleichung muss identisch sein mit derjenigen, 
welche durch die Bewegung von starren Körpern vermittelt wird. Indessen 
gelangt der Geist zu der Vergleichung von haumtheilen zunächst durch 
die Bewegung fester Körper; dann erst wird dieselbe durch die Benutzung 
von Auge und Hand (also im wesentlichen auch durch Bewegung) ver- 
mittelt; und wenn schliesslich auch hiervon Abstand genommen wird, so 
reeurrirt man wenigstens indireet auf die angegebenen Hülfsmittel. Schon 
aus diesem Grunde ist es am natürlichsten, den festen Körper als Grund- 
begriff für die Geometrie beizubehalten. Man versuche es nur einmal, die 
grundlegenden Sätze ohne Benutzung des Begriffs von festen Körpern aus- 
zusprechen. und man wird erkennen, wie schwierig dies ist. und wie sehr 
die Natürlichkeit darunter leidet. 

Mit der Bewegung ist ihr Gegensatz, die Ruhe, mitverlangt; dann 
kann aber der Begriff der Zeit nicht entbehrt werden. Die Nothwendigkeit 
der T'heilung ist von je her anerkannt. 

Dabei müssen wir jedoch zugestehen, dass einige dieser Begriffe mehr 
den Charakter von Hülfsbegriffen haben. Das gilt vor allem von der Zeit. 
betreffs deren für die Geometrie nur das „zugleich, vorher und nachher“ nicht 
entbehrt werden kann. Auch der feste Körper wird nieht an sieh gebraucht. 
sondern nur insofern, als mit seiner Hülfe weitere Begriffe hergeleitet werden. 

Wir können uns nicht mit dem Nachweis befassen, dass es unmög- 
lich ist, die angegebenen Begriffe auf eine geringere Zahl zurückzuführen. 
Wenn man die bisher gemachten Versuche, Definitionen von den aufgestell- 
ten Begriffen zu liefern, irgend genauer ansicht, so wird man sicherlich zu 
der Ueberzeugung gelangen, dass es sich nur um Erläuterung, nicht um 
eine strenge Definition handelt. Wenn z. B. ein fester Körper als ein solcher 
definirt wird, für welchen die Grösse und die Gestalt ungeändert bleiben, 
so treten an die Stelle des einen Grundbegrifts „fester Körper“ zwei neue, 
nämlich „Grösse“ und „Gestalt eines Körpers“, deren Erläuterung noch mehr 
Mühe macht, als die des ursprünglich gegebenen Begriffs. 

Somit bedarf es nur noch des Nachweises, dass die aufgestellten 
Begriffe für die Geometrie genügen, und dieser Nachweis kann nur durch 
den wirklichen Aufbau geführt werden. 
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$ 2. 


Grundsätze der Geometrie. 


Die Ausdehnung und die Undurehdringlichkeit der Körper müssen 
auch in der Geometrie an erster Stelle genannt werden; wir fassen sie zu 
einem Grundsatz zusammen. 

I. Jeder Körper nimmt zu jeder Zeit einen Raum ein; den von einem 
Körper eingenommenen Raum kann nicht gleichzeitig ein zweiter Körper decken. 

Die Geometrie bedarf der unbegrenzten Thheilung eines jeden Körpers. 
Aber die geometrische T'heilung ist von der mechanischen wesentlich ver- 
schieden, indem letztere die Theile von einander trennt, während bei der 
veometrischen Theilung die Theile als dem Ganzen anhaftend gedacht 
werden können. Wenn z. B. zwei Lagen desselben Körpers einen Raum- 
theil gemeinschaftlich haben, in einem andern aber nicht übereinstimmen, 
so ist dadurch geometrisch eine T'heilung des Körpers ausgeführt; man 
unterscheidet denjenigen Theil des Körpers, dessen zweite Lage von dem 
Körper in der ersten Lage noch mit eingenommen wurde, von demjenigen 
Theile, dessen zweite Lage der ersten Lage des Körpers nieht angehört. 
Demnach ist die Forderung einer unbegrenzten geometrischen Theilung mit 
der physikalischen Annahme von Molekeln und Atomen ganz vereinbar. 

II. Jeder Raum (Körper) kann getheilt werden; jeder Theil eines 
Raumes (Körpers) ist wiederum ein Raum (Körper); ist A ein Theil von B, 
und B ein Theil von C, so ist auch A ein Theil von C, wo man unter A, B, © 
sowohl Räume als Körper verstehen kann. 

Die Unabhängigkeit des Raumes von dem ihn einnehmenden Körper 
führt zu folgendem Grundsatze: 

Ill. „Jeder Körper kann bewegt werden: wenn ein Körper zu irgend 
einer Zeit den früheren Raum eines zweiten Körpers deckt, so kann er zur 
Deckung mit jedem Raum gebracht werden, welchen der zweite zu irgend einer 
Zeit einnimmt. 

Dieser Grundsatz erlaubt die Definition der Congruenz für häume 
und für Körper, indem er diesen Begriff von der Zeit, und für Räume von 
dem benutzten Körper, dagegen für Körper von dem benutzten Raume un- 
abhängig macht So werden wir zwei Räume als congruent bezeichnen, 
wenn derselbe Körper beide Räume decken kann; ebenso können congru- 
ente Körper zur Deekung desselben Raumes gebracht werden. Der von 
einem Körper eingenommene Raum wird mit Rücksicht auf die Beweglich- 
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keit des Körpers als seine Lage bezeichnet. Diesem Grundsatz entsprechend, 
sieht die Geometrie ganz von dem Stoffe der Körper ab; nur in diesem 
Sinne darf der zuweilen gebrauchte Ausdruck verstanden werden, die Geo- 
metrie betrachte den Raum als leer. 

IV. Jeder Körper lässt sich so bewegen, dass ein Theil desselben mit 
einem Theile eines beliebigen Raumes zur Deckung gelangt. 

M sei der gegebene Raum, etwa bestimmt durch einen Körper m, 
welcher ihn zu einer bestimmten Zeit eingenommen hat: a sei der bewegte 
Körper, A der Raum, welchen er nach der in diesem Grundsatz geforderten 
Bewegung deckt; dann sind vier Fälle möglich: A und M sind vollständig 
identisch, oder A ist ein Theil von M, oder M ist ein Theil von A, oder 
viertens A und M haben einen Theil gemeinschaftlich, während ein "Theil 
von A nicht zu M und ein Theil von M nicht zu A gehört. Wenn einer 
dieser vier Fälle angenommen wird, ohne dass entschieden werden soll, 
weicher es ist, so möge von theilweiser Deckung gesprochen werden. 

A sei eine Lage eines Körpers a, welche mit einem Raume M keinen 
Theil gemeinschaftlich hat; dagegen soll a auch eine Lage A, erhalten 
können, welche ganz ein Theil von M ist; dann giebt es für denselben 
Körper a auch eine Lage A’ von der Beschaffenheit, dass ein Theil von 
A’ dem Raume M angehört, ein anderer T'heil von A’ aber nicht; bei jeder 
Bewegung, welche den Körper a von A nach A, überführt, erlangt er eine 
Lage, wie sie für A’ angegeben wurde. Diesem Satz geben wir folgenden 
Ausspruch: 

V. Wenn ein Körper vor seiner Bewegung keinen Theil mit einem 
Raume gemeinschaftlich hat, aber nach derselben diesem Raume ganz ange- 
hört, so erlangt er bei seiner Bewegung eine Lage, in welcher nur ein Theil 
von ihm dem Raume angehört. 

Der Raum A sei beliebig in die beiden Theile M und N zerlegt: 
dann lässt sich immer ein Körper k bestimmen und mit demselben eine 
Bewegung ausführen, welche folgenden Bedingungen genügt: bei Beginn 
der Bewegung soll % einen Theil von M, am Ende derselben einen "Theil 
von N decken, und während der Bewegung soll % und jeder Theil von % 
immer dem Raume A angehören. Dies liefert den Grundsatz: 

VI Wenn ein (zusammenhängender) Raum A in irgend zwei Theile 
M und N zerlegt ist, so lässt sich immer ein Körper k bestimmen, welcher so 
bewegt werden kann, dass während der Bewegung kein Theil des Körpers den 
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Raum A verlässt, und k bei Beginn der Bewegung einen Theil von M und 
am Schluss derselben einen Theil von N deckt. 

Wenn ein Raum A in zwei Theile M und N zerlegt ist, so nennen 
wir diese beiden Theile zusammenhängend. Ueberhaupt bezeichnen wir 
zwei Räume als zusammenhängend, wenn sie nach dem vorangehenden 
Grundsatz als die T'heile eines einzigen Raumes betrachtet werden können. 
|Erläuternd möge bemerkt werden, dass hiernach zwei Raumtheile des drei- 
dimensionalen Raumes nur dann als zusammenhängend (einen einzigen 
Raum bildend) betrachtet werden dürfen, wenn sie in einer Fläche zu- 
sammenstossen; dass aber bei Zusammenstoss in einem Punkte oder längs 
einer Linie dieser Ausdruck nicht gestattet sein soll]. 

VII. Sobald ein Theil a eines festen Körpers wieder in eine solche 
Lage kommt, dass jeder Theil von a in theilweise Deckung mit seiner An- 
fangslage gelangt, so erhält jeder Theil des Körpers seine Anfangslage wieder. 

Hiernach nimmt der Begriff Lage eine genauere Bedeutung an, als 
demselben durch den Grundsatz III gegeben wurde. So sind zwei Lagen 
desselben Körpers nur dann als identisch zu bezeichnen, wenn nicht nur 
der Körper als Ganzes, sondern auch jeder beliebige Theil desselben beide- 
mal denselben Raum deckt. 

Den folgenden Grundsatz sprechen wir zunächst in einer etwas un- 
genauen Form aus: 

Zerlegen wir einen Körper in zwei Theile m und » und bewe- 
sen wir ihn so, dass m in theilweiser Deckung mit seiner Anfangslage 
bleibt, so kann » nicht in theilweise Deckung mit jedem Raume gebracht 
werden; dagegen beschreibt jetzt » einen Raumtheil, in dessen Innerem m 
gelegen ist. 

Das Wort „Inneres“ bedarf noch einer Erläuterung; deshalb sprechen 
wir den Satz in folgender Form aus: 

VII. Ein Körper a bestehe aus den beiden Theilen m und n; m 
decke in der Anfangslage den Raum M. Soll bei einer Bewegung m in theil- 
weiser Deckung mit M bleiben, so kann man immer einen Raumtheil P so be- 
stimmen, dass bei der angegebenen Bewegung n mit demselben nicht in theil- 
weise Deckung gelangen kann. Bewegt man aber einen Körper k so, dass er 
bei Beginn der bewegung mit einem solchen Raume P und bei Schluss der- 
selben mit M in theilweiser Deckung ist, so muss er nothwendig bei der Bbe- 
wegung auch in theilweise Deckung mit einem Raume gelangen, den n bei der 
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bezeichneten Bewegung einnehmen kann. Dies gilt für jeden Körper und bei 
jeder beliebigen Theilung desselben. 

Wir haben jetzt nachzuweisen, dass die aufgestellten Grundsätze von 
einander unabhängig sind. Dass keiner der späteren Grundsätze in einem 
früheren enthalten ist, ergiebt sich daraus, dass die früheren Sätze auch für 
solche Vorstellungen gelten, welche mit den folgenden nicht vereinbar sind. 
„Einen Raum einnehmen“ ist verbunden mit dem „Bestehen aus einem Stoffe“: 
ebenso zerlegt die 'Theilung eines Körpers auch den Stoff; aber die Mög- 
lichkeit, denselben Raum zu decken, erfordert nieht die Gleichartigkeit des 
Stoffes; daher folgt der Grundsatz III nieht aus den Sätzen I und Il. Im 
zweiten Satze könnte „theilen“ durch „zusammenfügen“, und „einen 'T’heil 
bilden“ durch „in sich fassen“ ersetzt werden; aber diese Vorstellung fällt 
bei IV weg. Während IlI und IV nur das Ergebniss einer Bewegung be- 
trachten, stellt V den Verlauf derselben dar, indem ihr die Stetigkeit bei- 
gelegt wird. Alle diese Sätze bleiben bestehen, wenn man einen einzelnen 
Körper durch eine Zusammenstellung mehrerer Körper und einen Raum 
durch eine Zusammenstellung getrennter Räume ersetzt, eine Vorstellung, 
welche durch VI ausgeschlossen wird. Ebenso kann man mit den sechs 
ersten Sätzen die Vorstellung von flüssigen und luftförmigen Körpern ver- 
binden; erst VII fügt die feste Verbindung der einzelnen Theile hinzu. Dass 
aber dann auch der Grundsatz VIII nicht überflüssig ist, sondern erst die 
Begriffe von Grösse und Gestalt liefert, wird die weiter folgende Darlegung 
recht deutlich hervortreten lassen. Umgekehrt sieht man aber auch, dass 
die vorangehenden Sätze nicht durch spätere überflüssig gemacht werden. 
Ich will den Nachweis nicht im Einzelnen durchführen, sondern nur bemerken. 
dass die späteren Sätze fast immer einen von den früheren bereits voraus- 
setzen, also über den Inhalt der früheren hinausgehen. 

Den Nachweis dafür, dass die aufgestellten Sätze für die Geometrie 
nothwendig, aber auch hinreichend sind, muss die folgende Entwick- 
lung liefern. 


Unabhängigkeit der Untersuchung von dem benutzten Körper. 
Als einen einzigen Raum können wir zunächst den von einem ein 
zigen Körper gedeckten Raum ansehen; wir können aber auch alle Lagen 


zusammenfassen, welche ein Körper während irgend einer Bewegung erlangt. 
vi 
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Das erkennt man in folgender Weise: Sind A und M irgend zwei Lagen 
desselben Körpers a, so kann man von den Lagen, welche a bei der von 
A nach M führenden Bewegung erlangt, eine solche Reihe auswählen, dass 
jede derselben mit der vorangehenden und nachfolgenden einen Theil ge- 
meinschaftlich hat; sind diese Lagen B, C, D, E, ..., so soll B mit A und 
%, C mit B und D, D mit © und E je einen Theil gemeinschaftlich haben. 
Dem neu betrachteten Theile S soll jeder Raum A, B, C, ... M angehören; 
aber man sieht davon ab, dass ein gewisser Theil von A auch B und ein 
gewisser Theil von B auch C angehört u. s. w. Jeder Raum A’, welchen 
a bei der betrachteten Bewegung einmal einnimmt, soll ein Theil von S 
sein; überhaupt soll ein Raumtheil ? dem Raume S angehören, wenn jeder 
Theil von R mit dem Körper a während dessen Bewegung in theilweise 
Deckung gelangt. Dann erkennt man unmittelbar, dass auch für den Raum 
S die oben angegebenen Gesetze gelten. 

Den hier angegebenen Process kann man aber unbegrenzt fortsetzen. 
Man betrachte eine zweite Bewegung, welche den Körper a aus der früheren 
Anfangslage A nach irgend einer andern Lage M’ führt. Schliesslich darf 
man die Zusammenfassung aller Lagen, welche ein Körper überhaupt er- 
langen kann, als Raum bezeichnen. Eine leichte Anwendung der aufgestell- 
ten Grundsätze zeigt, dass es durchaus gleichgültig ist, von welchem Körper 
und von welcher Lage desselben man ausgeht; die Forderung, den ange- 
gebenen Process unbegrenzt fortzusetzen und die Vereinigung der gedeckten 
Räume als „den Raum“ im absoluten Sinne zu bezeichnen, macht uns von 
den angegebenen Besonderheiten unabhängig. Wenn das Wort Raum in 
diesem Sinne gebraucht wird, so bezeichnet man den von irgend einem 
Körper zu einer bestimmten Zeit eingenommenen Raum als Raumtheil. 

Auch für die Bewegung kann man sich von dem benutzten Körper 
unabhängig machen. Es seien «a und 5 irgend zwei Theile desselben festen 
Körpers. Für « seien zwei Lagen A und A’ vollständig bestimmt in dem 
beim Grundsatz VII angegebenen Sinne, dass auch für jeden Theil von a 
sowohl die erste wie die zweite Lage angegeben ist. Da 5b demselben festen 
Körper angehört, ist hierdurch (nach VII) auch für 5 sowohl die erste als 
die zweite Lage vollständig bestimmt. Jetzt gebe ich irgend einem Theile 
b' dieses Körpers die Lage B oder lasse ihn auch nur einen Theil von B 
einnehmen; dann erlangt ein weiterer Theil e zugleich eine festbestimmte 
Lage ©. Bringe ich jetzt b’ in die Lage B’, so wird auch ce eine ganz 
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bestimmte Lage C’ annehmen. Den käumen A, B, C (und jedem Theile 
derselben) sind jetzt die Räume A’, B’, ©’ (und entsprechende ihrer Theile) 
so zugeordnet, dass, wenn Theile desselben festen Körpers in der ersten 
Lage je die Räume A, B, C decken, dieselben Theile in der zweiten Lage 
je die A’, B’, C’ einnehmen. Die hier gefundene Zuordnung der Räume € 
und © ist aber unabhängig von der im vorliegenden Falle benutzten Ein- 
schiebung von B und B’; man würde zu C denselben Raumtheil ©’ zuordnen, 
wenn man andere Zwischenglieder gewählt hätte. Indem man in gleicher 
Weise weitergeht, muss es möglich sein, zu jedem beliebigen Raumtheil M 
zu gelangen und diesem einen ganz bestimmten anderen Kaumtheil M zu- 
zuordnen. Die Art dieser Zuordnung ist ganz unabhängig von den benutzten 
Zwischengliedern; wäre man umgekehrt von der Zuordnung von M und M' 
ausgegangen, so würde man auch für die übrigen Raumtheile zu derselben 
Zuordnung gelangt sein, speciell hätte man dem A das A’ zugeordnet. 
Wenn ferner ein Theil eines festen Körpers in seiner ersten Lage den 
Raum M deckt, so giebt es eine zweite Lage, in welcher M von demselben 
Theile gedeckt wird, und jedem Raume, welchen irgend ein anderer Theil I] 
dieses Körpers in der ersten Lage deckt, entspricht bei der obigen Zuord- 
nung derjenige Raum, welchen der Theil I in seiner zweiten Lage einnimmt. 

Dadurch sind wir von dem bewegten Körper ganz unabhängig ge- 
worden: die beiden Lagen des Körpers haben uns eine Zuordnung geliefert, 
wo jedem Raumtheile ein ganz bestimmter zweiter Theil entspricht. Die 
(resetze dieser Zuordnung im Einzelnen anzugeben, wird nicht nöthig sein. 
Zudem werden wir der Einfachheit wegen im Folgenden bei Herleitung 
weiterer (Gesetze uns auch ferner der Vermittelung von Körpern bedienen; 
wir brauchen aber nicht mehr ausdrücklich hervorzuheben, dass die Wahl 
des Körpers für das Resultat ohne Einfluss ist. 

Wenn eine Bewegung eines Körpers a gegeben ist, so kann man 
ihr für jeden andern Körper m eine ganz bestimmte Bewegung zuordnen. 
Deckt nämlich irgend ein Theil von m in der Anfangslage einen Raum, 
den ein Theil von a in seiner Anfangslage annimmt (dabei wird vorausge- 
setzt, dass die Bewegungen nicht gleichzeitig erfolgen), so lasse man diesen 
Theil von m dieselbe Bewegung machen, welche jener Theil von a ge- 
macht hat; dadurch wird eine bestimmte Bewegung von m angegeben. Wenn 
aber die Anfangslage von m keinen "Theil mit der von a gemeinschaftlich 
hat, so schalte man gewisse feste Körper ein und bestimme für diese der 
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heihe nach die zugeordnete Bewegung. Indem wir anstelle von m immer 
andere Körper wählen, erhalten wir eine „stetige Folge“ (welcher Ausdruck 
hier nieht näher erklärt werden soll) von Zuordnungen; eine solche be- 
zeichnet man wohl als „Bewegung des Raumes“. Dieser Ausdruck ist an 
sich durchaus unstatthaft, da der Raum im Gegensatz zu den Körpern als 
unbeweglich vorausgesetzt werden muss. Aber andererseits wird schwer- 
lich jemand in Versuchung kommen, ihn wörtlich zu verstehen; zudem 
drückt er ganz deutlich aus, dass die Untersuchung von dem bewegten 
Körper unabhängig ist, und dass für die Folge derjenigen Zuordnungen 
eines jeden Raumtheiles zu einem bestimmten andern, welche im Vorste- 
henden entwickelt sind, dieselben Gesetze gelten, wie für die Bewegung 
starrer Körper. Deshalb wird der Ausdruck „Bewegung des Raumes“ un- 
bedenklich angewandt werden dürfen. 

Direecte Anwendungen von den Ergebnissen dieses Paragraphen wer- 
den in den zunächst folgenden Paragraphen zwar nicht gemacht werden: 
dennoch glaubte ich, die durchgeführten Entwicklungen schon an diese Stelle 
setzen zu sollen. 


$ 4. 


Die (irenzgebilde und die Zahl der Dimensionen einer Raumform. 

Wenn ein Körper k in theilweiser Deckung mit einem Raume ist, 
so gilt dasselbe bei jeder T’heilung von % mindestens für einen der erhal- 
tenen Theile. Für einen Körper, welcher mit mehreren Räumen in gleich- 
zeitiger theilweiser Deckung ist, untersuchen wir demnach auch nur die 
Möglichkeit, dass bei beliebiger Zerlegung ein 'T’'heil mit denselben Räumen 
in theilweiser Deckung verbleibt. 

Zerlegen wir einen Raum A in zwei Theile B und C, so lässt sich 
jeder Körper k in gleichzeitige theilweise Deckung mit B und C bringen. 
Für unsern Zweck genügt es, anzunehmen, dass jeder Theil von % dem 
Raume A angehört. Sollte das nämlich nicht der Fall sein, so würden 
wir immerhin erreichen können, dass ein Theil # von k ganz im Raume 
A liegt und zugleich in theilweiser Deckung mit B und € ist; in diesem 
Falle betrachte man anstelle von k nur den genannten Theil #. Mit diesem 
Körper nehme man weitere T'heilungen vor. Eine solche könnte darin be- 
stehen, dass wir den dem Raume B angehörigen Theil von % als den 
einen und den dem Raume C angehörigen als den andern Theil be- 
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trachten. Von dieser ganz besonderen Zerlegung sehen wir vorläufig ab. 
Bei jeder andern wird man aber mindestens einen Theil erhalten, welcher 
mit B und C© zugleich in theilweiser Deckung ist. Wir sagen in diesem 
Falle, % liege auf der Grenze von B und €. 

Von B können wir solche Theile abtrennen, welche nieht mit © 
zusammenhängen. So sei B in B’ und B” zerlegt, wo B’, nicht aber P’ 
mit C zusammenhänst. Dann muss k in der angegebenen Lage mit B 
und C in gleichzeitiger theilweiser Deckung sein. Dasselbe gilt, wenn wir 
von C© einen Theil C” abtrennen, welcher nicht mit B Zusammenhang be- 
sitz. Ebenso dürfen wir natürlich zu B beliebige Theile hinzufügen, 
welche nicht mit C zusammenhängen, so dass wir von den gerade gewähl- 
ten Raumtheilen B und C in mancher Beziehung unabhängig sind. 

Wir sind von einem Raume A ausgegangen und haben denselben in 
zwei Theile B und C zerlegt; von B trennen wir beliebige T'heile ab, welche 
nicht mit © zusammenhängen, und entsprechende Theile trennen wir von € 
ab. Bei dieser Abtrennung wird der übrigbleibende Theil entweder stets 
einen einzigen Raum bilden oder in mehrere Räume zerfallen. Im ersteren 
Falle lassen wir die Grenze aus einem, im letzteren aus mehreren Grenz- 
gebilden bestehen. (BC) stellt demnach ein einziges Grenzgebilde dar, wenn 

a) die Räume B und C einen einzigen Raum bilden, und 

b) nach Abtrennung solcher Theile von B, welche nicht mit © zu- 
sammenhängen, der übrigbleibende Theil stets einen einzigen Raum bildet. 
Besteht die Grenze aus mehreren Gebilden, so kann man jedes einzelne 
für sich bestimmen. 

Da dieselbe Theilung, welche hier für einen Raum durchgeführt ist, 
auch bei einem Körper vorgenommen und die Definition der Grenzgebilde 
hierauf übertragen werden kann, so ergiebt sich die Möglichkeit, von der 
Bewegung eines Grenzgebildes zu sprechen. Dasselbe gilt auch für die 
weiteren, im Folgenden zu definirenden Grenzgebilde und soll deshalb bei 
ihnen nicht wieder erwähnt werden. Auch wollen wir im folgenden Para- 
graphen manche Definitionen und Lehrsätze nur für den Fall aussprechen, 
dass die Grenzgebilde durch Theilung eines Raumes erhalten werden, ohne 
die Veränderungen anzugeben, welche nothwendig sind, wenn man die 
Grenzgebilde durch Theilung eines Körpers entstanden denkt. 

Für ein Grenzgebilde (BC) ergeben sich zwei Fälle: entweder wird 
jede Theilung von € nur einen einzigen Theil ergeben, welcher mit B 
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zusammenhängt, oder man kann C so in zwei Theile zerlegen, dass jeder 
mit B einen zusammenhängenden Raum bildet. Im ersten Falle wird jeder 
Körper, welcher auf dem Grenzgebilde liegt, in theilweiser Deckung sein 
mit dem haume, welchen irgend ein anderer Körper bei einer früheren der- 
artigen Lage eingenommen hat. Durch Bewegung ergiebt sich, dass jeder 
kaum, in welchen ein Körper durch Bewegung gelangen kann, dieselbe 
Eigenschaft hat. Wir sind hierdurch zu zwei gleichberechtigten Möglich- 
keiten geführt; gilt eine derselben für einen speciellen Raumtheil, so muss 
sie für jeden "Theil des Raumes bestehen. Die im vorigen Paragraphen 
definirte Bedeutung des Wortes Raum im absoluten Sinne lässt also noch 
mehrere Möglichkeiten zu; wir bezeichnen jede derselben als Raumform und 
unterscheiden zunächst einfach und mehrfach ausgedehnte Raumformen, Raum- 
formen von einer und von mehreren Dimensionen. Bei einer eindimensio- 
nalen Raumform wird, nachdem ein Kaumtheil A in zwei Theile B und C 
zerlegt ist, jede weitere Zerlegung von B nur einen einzigen Raumtheil 
ergeben, welcher mit C zusammenhängt. (Bei dieser Definition ist allerdings 
ein speeieller Raumtheil A und eine besondere Zerlegung benutzt; aber es 
zeigt sich sofort, dass dieselbe Eigenschaft für jeden anderen Raumtheil und 
jede andere Zerlegung gilt.) 

Lässt sich, indem man unter (BC) ein einziges Grenzgebilde versteht, 
B in zwei Theile D und E zerlegen, welche beide mit C zusammenhängen, 
so wird sowohl (CD) als (CE) ein einziges Grenzgebilde darstellen. Jetzt 
kann man jeden Körper k so bewegen, dass er in gleichzeitige theilweise 
Deckung mit allen drei 'Theilen C, D, E gelangt. Dabei soll derjenige 
Theil, welcher in € liegt, sowohl mit dem in D wie mit dem in E liegenden 
zusammenhängen, und dasselbe soll für die in D und E liegenden Theile 
gelten. Zugleich wird, nachdem %k diese Lage erhalten hat, jede beliebige 
Theilung von % nothwendig mindestens einen Theil ergeben, welcher ent- 
weder wieder mit ©, D, E in gleichzeitiger Deckung liegt, oder doch mit 
einem nicht gedeckten Theile in Zusammenhang ist. Bei dieser Lage liegt 
k auf der Grenze der drei Raumtheile ©, D, E. Man trenne von C ein 
beliebiges Stück ab, welches nicht mit D und E zugleich zusammenhängt 
(so dass ein mit D allein zusammenhängendes Stück weggelassen werden 
kann), und verfahre ebenso mit D und E. Der übrigbleibende Theil, für 
welchen wieder die angegebenen Gesetze gelten, zerlegt sich entweder in 
mehrere Räume oder bildet immer einen einzigen Raum. Im letzteren Falle 
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erhalten wir ein einziges, im ersteren mehrere Grenzgebilde.e Wenn die 
Theilung des Raumes A in die drei Räume C, D, E ein einziges (zrenz- 
gebilde bestimmt, so fragt es sich, ob sich C in zwei Theile zerlegen lässt, 
welche beide mit D und E zusammenhängen. Ist das nicht möglich, so 
ist die Raumform zweifach ausgedehnt; giebt es eine solche T'heilung, so 
erhalten wir eine Grenze und Grenzgebilde von vier Raumtheilen. Ob eine 
solche Theilung, bei welcher die Zahl der mit einander zusammenhängenden 
Raumtheile stets um eins vermehrt wird, bei einer Raumform unbegrenzt 
fortgesetzt werden kann, in welchem Falle wir derselben unendlich viele 
Dimensionen beilegen müssten, muss dahingestellt bleiben; wir betrachten 
jedoch im Folgenden nur den Fall, dass dieser Process nach einer endlichen 
Zahl von Operationen sein Ende erreicht, und können dann die Zahl der 
Dimensionen in folgender Weise bestimmen: 

Wir zerlegen irgend einen Raumtheil in zwei Theile und untersuchen, 
ob durch Abzweigung solcher Gebiete des einen, welche nicht mit dem 
andern zusammenhängen, das Gebiet zerfällt; trifft dies ein, so betrachten 
wir nur ein Gebiet, bei welchem dies nicht der Fall ist; den einen der bei- 
den Theile zerlegen wir wieder so, dass jeder der beiden neuen Theile mit 
dem andern zusammenhängt, und sehen zu, ob eine Abtrennung solcher 
(Grebiete, in denen kein Zusammenhang aller drei Theile statt hat, zu einer 
Zerlegung führt; in derselben Weise fahren wir fort, bis eine weitere der- 
artige T’'heilung unmöglich ist; wenn dies nach » Zerlegungen eintritt, so 
legen wir der Raumform » Dimensionen bei. Wir können dies kurz in 
folgender Weise zusammenfassen: 

Wenn von n+1l Raumtheilen jeder mit jedem andern zusammenhängt 
und dieser Zusammenhang bestehen bleibt, nachdem man von jedem Theile solche 
Gebiete beliebig abgezweigt hat, welche mit einem andern nicht zusammenhängen, 
so bezeichnet man die grösste Zahl n, welche in dieser Hinsicht möglich ist, 
als die Zahl der Dimensionen. 


- 


8. 
Definitionen und Sätze über Grenzgebilde. 

Um nicht zu weitläufig zu werden, gebe ich die folgenden einfachen 
Definitionen und Lehrsätze nicht in derjenigen Reihenfolge, in der ihre 
Natürlichkeit am meisten hervortritt, sondern so, dass die Darlegung auf 
dem kürzesten Wege möglich ist. 
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Wenn wieder » die Zahl der Dimensionen für die betrachtete Raum- 
torm ist, so ist die Zahl der Zerlegungen, welche zu einem Grenzgebilde 
führt, höchstens gleich n. Wenn ein Grenzgebilde durch »—m Zerlegungen 
erhalten wird, so legen wir demselben m Dimensionen bei; ein m-dimensio- 
nales Gebilde ist durch 2—m-+1 Raumtheile bestimmt, von denen jeder mit 
den anderen a—m zusammenhängt, und deren Zusammenhang nicht aufgehoben 
wird, wenn man von jedem solche Theile abtrennt, welche nicht mit allen andern 
in Zusammenhang stehen. Das nulldimensionale Grenzgebilde heisst Punkt 
‚oder auch Element), das eindimensionale Linie, das zweidimensionale Fläche. 

Wenn ein Grenzgebilde durch a—m Theilungen erhalten ist, und 
diese Theile sind M,, M,, ... M,_,, so kann man für m >0O den Theil M, 
so in zwei Theile M/\ und M, zerlegen, dass sowohl M, wie M, mit allen 
Theilen M,, ... M,_. in Zusammenhang stehen. Wäre nämlich für M, eine 
solche 'T'heilung unmöglich, so erhielten wir einen (a—m)-dimensionalen 
kaum, was wir ausgeschlossen haben. Daraus folgen die weiteren Defini- 
tionen und Lehrsätze: 

„Zwei Grenzgebilde sind identisch, wenn jeder Körper, welcher auf 
dem einen liegt, auch auf dem andern liegt; solche besitzen stets gleich 
viele Dimensionen.“ 

„Ein Grenzgebilde ist ein T'heil eines zweiten, wenn beide gleich 
viel Dimensionen besitzen und jeder Körper, welcher auf dem ersten liegt, 
auch auf dem zweiten liegt, aber Körper auf dem zweiten liegen können, 
welche dem ersten fremd sind.“ 

„Der Punkt ist untheilbar, dagegen kann jede Linie, Fläche und 
jedes mehrdimensionale Gebilde getheilt werden.“ 

„Zwei Grenzgebilde « und bilden ein drittes y (sind die Theile 
von y), wenn jeder Körper, welcher zu y gehört, entweder in « oder in 
liegt, aber von jedem Körper, welcher zugleich den beiden Gebilden & und 
? angehört, ein Theil nur auf «@ und ein anderer nur auf / liegt.“ 

„Zerfällt ein (einziges) Grenzgebilde 7 in zwei Theile « und /, so 
soll jeder Körper, welcher sowohl in « als in 2 liegt, als der Grenze beider 
angehörig betrachtet werden. Für die gegenseitige Grenze zweier solcher 
Gebilde kann wieder dieselbe Betrachtung angestellt werden, wie oben für 
die Theilung des Raumes, und man gelangt auch auf diesem Wege zu 
Grenzgebilden.“ 


„Wenn ein m-dimensionales Gebilde O<m<{r) in zwei Theile zer- 
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fällt und diese ein einziges Grenzgebilde bestimmen, so hat dasselbe m—1 
Dimensionen und kann auch direct durch a—m-+1 Zerlegungen des Raumes 
erhalten werden.“ 

„Die Grenzgebilde, zu denen man durch Theilung von Grenzgebil- 
den gelangt, sind von denen nicht verschieden, welche durch Theilung des 
Raumes erhalten werden.“ 

Bei der Bewegung eines Körpers sind für ein Grenzgebilde, welches 
durch Theilung dieses Körpers erhalten wird, drei Fälle möglich: a) jeder 
beliebig abgegrenzte Körpertheil, weleher auf dem Grenzgebilde liegt, bleibt 
bei der Bewegung in theilweiser Deckung mit seiner Anfangslage; b) ein 
Körpertheil, welcher auf dem Gebilde liegt, verlässt seine Anfangslage, aber 
er liegt auch in jeder neuen Lage auf dem Gebilde (deekt nur solehe 
Raumtheile, welche auch bei Beginn der Bewegung dem (Gebilde angehö- 
ren); ce) ein Körpertheil, welcher bei Beginn der Bewegung dem Grenzge- 
bilde angehört, nimmt bei der Bewegung auch solche Lagen an, welche 
nicht der Anfangslage des Gebildes angehören. Im ersten Falle sagen wir, 
das Gebilde bleibe in Ruhe; im zweiten, dasselbe werde in sich bewegt, 
und im dritten, es verlasse seine Anfangslage. Jetzt besteht der Satz: 

Wenn jeder Theil eines m-fach ausgedehnten Gebildes bei der Be- 
wegung seine Anfangslage verlässt, so beschreibt dasselbe ein (m-+1)-di- 
mensionales Gebilde; d. h. sind zur Bestimmung eines Grenzgebildes in 
einem »-dimensionalen Raume »—m Theilungen nothwendig, und wird ein 
solches Gebilde derartig bewegt, dass es seine Anfangslage verlässt, so 
kann man stets a„—m—1 Theilungen des Raumes so ausführen, dass jeder 
Körpertheil, welcher bei Beginn der Bewegung dem durch die erste 'T’hei- 
lung erhaltenen Gebilde angehört, während derselben stets auf dem letzteren 
liegt, und dass umgekehrt jeder Raumtheil, welcher auf dem letzteren liegt. 
wenigstens theilweise von einem solchen Theile des bewegten Körpers be- 
deckt wird, dass dieser Körpertheil in der Anfangslage dem gegebenen 
(rebilde angehört. 

Betreffs des Beweises, dessen Durchführung recht weitläufig sein 
würde, möge es genügen, den Grundgedanken anzugeben. Man nehme 
alle Lagen, welche das Gebilde vor und nach einer bei der Bewegung 
erlangten ganz bestimmten Lage annimmt: dann wird hierdurch eine 
Theilung des erzeugten Gebildes angegeben, und die gegenseitige Grenze 
wird durch ein m-dimensionales Gebilde gebildet; bei einer Theilung 
18 * 
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in zwei Theile hat aber das Grenzgebilde eine Dimension weniger als 
jeder Theil. 

Hier würde der Ort sein, für die Raumgebilde den Grad des Zu- 
sammenhanges im Riemannschen Sinne zu erörtern; indessen können diese 
Beziehungen im Folgenden entbehrt werden und sollen deshalb hier nicht 


behandelt werden. 


$ 6. 


Die Mittellage zwischen zwei Lagen desselben festen Körpers. Die gleichfürmige Bewegung. 

Die drei vorangehenden Paragraphen benutzten hauptsächlich nur 
die sechs ersten Grundsätze, und derjenige Theil, nämlich ein Abschnitt in 
$ 3, welcher sich bereits auf den Grundsatz VII stützte, konnte ohne Be- 
einträchtigung des Zusammenhanges ausgelassen werden und fand auch in 
den beiden folgenden Paragraphen keine Anwendung. Von jetzt an wer- 
den wir vor allem aus dem siebenten Grundsatze weitere Folgerungen 
ziehen müssen, und diese werden sich eng an den zweiten Theil des dritten 
Paragraphen anschliessen. 

Es seien M und N zwei Lagen desselben festen Körpers in dem 
Sinne, welcher im Anschluss an Grundsatz VII angegeben ist; es soll also 
festgesetzt sein, welchen Raumtheil jeder Theil des bewegten Körpers so- 
wohl in der ersten wie in der zweiten Lage einnimmt. Indem wir dem- 
nach die Raumtheile M und N einander als zwei Lagen desselben festen 
Körpers zuordnen, ordnen wir zugleich jedem Theile von M einen be- 
stimmten Theil von N zu. Während der Körper I die Lage M einnimmt, 
deckt ein mit I fest verbundener Körper II die Lage N. Sobald jetzt I 
die Lage N erhält, muss II eine ganz bestimmte Lage P annehmen. Na- 
türlich muss auch P von dem Körper I gedeckt werden können. Betrach- 
ten wir M als die Anfangs-, P als die Endlage desselben Körpers, so nennen 
wir N seine Mittellage. Wir definiren dieselbe in folgender Weise: 

Werden zwei Lagen M und P desselben Körpers’ I als Anfangs- und 
Endlage unterschieden, so hat die Mittellage N die Eigenschaft, dass ein mit 
I fest verbundener Körper Il, welcher in der Anfangslage von | mit N zu- 
sammenfällt, in die Endlage P gelangt, sobald der Körper I die Lage N 


annimmt. 
Wir wollen das Wort congruent nicht bloss für einen einzelnen 


Körper oder Raumtheil benutzen, sondern im Sinne des $ 3 auch für die 
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Zusammenstellung von Raumtheilen. Dann können wir kürzer sagen: N ist 
die Mittellage von M und P, wenn die Zusammenstellung MN zu NP con- 
gruent ist. 

Während es selbstverständlich ist, dass nach beliebiger Wahl der 
eongruenten Raumtheile M und N stets P den Bedingungen entsprechend 
gefunden werden kann, muss die Frage gestellt werden, ob auch nach be- 
liebiger Wahl von M und P stets N der Forderung gemäss bestimmt werden 
kann. Dass diese Frage bejaht werden muss, zeigen die folgenden Be- 
trachtungen. 

Wir führen eine andere Bezeichnung ein, wobei wir nochmals her- 
vorheben, dass den Worten „Lage“ und „congruent“ die dem Grundsatz 
VII entsprechende Bedeutung beigelegt werden soll. Es seien A, und B, 
irgend zwei Lagen desselben Körpers, A, die Anfangs-, B, die Endlage. 
A, sei irgend ein mit A, eongruenter Raumtheil. Wir denken uns einen 
festen Körper, von dem ein T'heil den Raumtheil A,, ein zweiter B, und 
ein dritter A, deckt. (Dieser eine Körper kann nach $ 3 durch eine Folge 
von festen Körpern ersetzt werden, ohne dass die folgenden Entwicklungen 
sich ändern.) Sobald dann derjenige Theil A, welcher zuerst mit A, in 
Deckung war, in die Lage A, gelangt, wird ein gewisser anderer Theil %, 
dieses Körpers die Lage B, annehmen. Dieser Körper k, nimmt aber eine 
Lage B, an, sobald man %, wieder in die Lage A, zurückbringt. Dann ist 
B, durch A,, B, und A, vollständig bestimmt. Indem wir den kurzen (wenn 
auch ungenauen) in $ 3 eingeführten Ausdruck anwenden, können wir sagen: 
Sind die drei congruenten Raumtheile A,, B,, A, beliebig gegeben, so giebt 
es einen bestimmten Raumtheil 5,, welcher nach B, gelangt, wenn A, nach 
A, zu liegen kommt. Zugleich: ist die feste Zusammenstellung A,B, zu 
ein 
Raumtheil B, zugeordnet. Diese Zuordnung ist reeiprok. Wenn nämlich 


A,B, eongruent. Hiernach wird jedem zu A, eongruenten Raumtheil A, 
der gegebene Körper Anfangs in B, vorausgesetzt und A, als zweite Lage 
gewählt wird, so wird A, nach A, gelangen, wofern B, die Lage B, annimmt. 
Wären wir von den beiden Lagen A; und B, ausgegangen und hätten nach 
den getroffenen Festsetzungen die zu A, zugeordnete Lage gesucht, so wären 
wir zu B, gelangt. Daraus folgt ferner, dass, wenn bei der ersten Zuordnung 
A, und B, einander zugeordnet sind, sie es auch bleiben, wenn man A, und 
B; als die zuerst einander zugeordneten Lagen betrachtet. Diese Ueber- 
legungen liefern den Satz: 
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Alle Lagen, welche derselbe feste Körper überhaupt annehmen kann, 
lassen sich reciprok einander in eindeutiger Weise zuordnen. Diese Zuordnung 
kann dadurch erhalten werden, dass man irgend zwei lagen A, und B, ein- 
ander zuordnet und die einer beliebigen Lage A, zugeordnete Lage B; durch 
die Forderung bestimmt, dass A,AB,= A,B, sein soll. Nachdem einmal diese 
Zuordnung durchgeführt ist, ist dieselbe von dem gewählten Paare unabhängig; 
sind A, und B, ein Paar, zu dem man auf dem angegebenen Wege gelangt, 
so erhält man dieselbe Zuordnung, wenn man von diesem Paare ausgeht. 

Um eine derartige Zuordnung zu bestimmen, ist es gleichgültig, von 
welcher Lage A, man ausgeht, da jedenfalls jede Lage des Körpers als 
eine Lage A, vorkommt. Demnach kann man eine ganz bestimmte Lage 
A festhalten und dieser jede Lage B desselben Körpers zugeordnet denken. 
Dann möge das Symbol [AB] diejenige Zuordnung bedeuten, bei welcher 
dem lItaumtheil A der B entspricht. Demnach kann ich jede zweite Zu- 
ordnung durch das Symbol [AB] bezeichnen, und ich werde alle derartigen 
Zuordnungen erhalten, wenn ich mir denke, dass für B’ alle verschiedenen 
Lagen des Körpers gewählt werden dürfen. Auch bezeichnen [AB] und 
[AC] nur dann dieselbe Zuordnung, wenn B und € identisch sind. 

Jetzt sei [AB] wieder irgend eine Zuordnung; ich nehme an, man 
lasse die beiden Räume A und 5b gleichzeitig durch denselben Körper k 
gedeckt sein, wobei A dureh a, B durch b eingenommen wird. Jetzt bewege 
man den Körper k beliebig und in einer zweiten Lage decke a den Raum 
A’, b den Raum B’. Dann wird auch durch [A’B’] eine derartige Zuord- 
nung angegeben. Diese Zuordnung wird nur in ganz speciellen Fällen mit 
[AB] identisch sein, und jedenfalls kann man um A einen gewissen Raum- 
theil begrenzen, so dass jedesmal, wenn A’ in demselben verbleibt, für 
AB'= AB die Zuordnung [A’B’| von [AB] verschieden ist. Somit kann ich 
sagen: Nachdem ich zu A einen bestimmten Raumtheil B zugeordnet habe, 
ist durch jede andere mit A congruente Lage A’ wieder eine Zuordnung 
bestimmt, wenn festgesetzt wird, dass dem A’ das BP’ zugeordnet ist, für 
welches AB= AB’ ist. Zugleich werden, solange A’ in einem gewissen 
Raumtheil verbleibt, verschiedene Lagen von A und A’ auch verschiedene 
Zuordnungen bestimmen. 

Wir haben also zwei Methoden, um aus einer gegebenen Zuordnung 
|AB] immer neue zu erhalten: die erste lässt A fest und ersetzt B durch 
alle damit congruenten Raumtheile; die andere Methode lässt AB congruent 
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und ersetzt A durch alle damit congruenten Raumtheile. Die erste Methode 
liefert alle möglichen Zuordnungen; es handelt sich darum, zu zeigen, dass 
auch der zweite Weg, der mit dem ersten von gleicher Mächtigkeit ist, alle 
möglichen. Zuordnungen liefert. 

Wir nehmen an, die Zuordnungen [AB] und [CD] seien identisch, 
d.h. bei der Zuordnung [CD] entspräche B dem A. Bewegt man jetzt CD 
so, dass deren Figur ungeändert bleibt, so wird auch das dem festgewählten 
A entsprechende B sich ändern. Wie man aber leicht nachweist, gelten 
für diese Aenderungen des B dieselben Gesetze, wie für die starre Bewegung, 
und wir können diese verschiedenen 3 durch Bewegung eines starren Kör- 
Janz 


pers erhalten. So entspricht jeder Bewegung des Systems CD eine g 
bestimmte Bewegung von B. Hierbei bleibt, solange C innerhalb eines ge- 
wissen Raumtheiles gehalten wird, auch B in einem ganz bestimmten Raum- 
theil.. Verfolgt man die beiderseitige Aenderung weiter, jedoch so, dass 
man jede auf den angegebenen Raumtheil beschränkt, so erkennt man, dass 
auf dem angegebenen Wege wirklich jede Bewegung von B erhalten 
werden kann. Wir können daher folgenden Satz aussprechen: 

Wenn bei irgend einer der oben charakterisirten reciproken Zuordnungen 
aller Lagen, welche derselbe feste Körper annehmen kann, die Lagen A und 
B einander zugeordnet sind, so kann man alle anderen derartigen Zuordnungen 
dadurch erhalten, dass man einen Körper, welcher zugleich die Räume A und 
B deckt, bewegt, hierdurch eine Congruenz von AB’ mit AB herleitet und nun 
A’ und B’ als zugeordnete Lagen auffasst. 

Gebrauchen wir jetzt das Wort „starre Bewegung des kaumes“ in 
dem oben dargelegten Sinne, so können wir sagen: 

Wenn irgend eine der oben charakterisirten Zuordnungen der sämmt- 
lichen Lagen desselben festen Körpers gegeben ist, so wird jede zweite der- 
artige Zuordnung durch starre Bewegung des Raumes erhalten. 

Alle derartigen Zuordnungen sind also im Wesentlichen identisch und 
unterscheiden sich bloss durch die Lage. 

Die Zuordnung [AB] ist auch dann vollständig bestimmt, wenn die 
Lage A mit B zusammenfällt, wenn also eine Lage A sich selbst entspricht. 
Nach dem vorstehenden Satze kann man demnach auch jede andere Zu- 
ordnung dadurch erhalten, dass man A sich selbst zuordnet und festsetzt, 
dass jedesmal die neue durch Bewegung erhaltene Lage sich selbst zu 
ordnet ist. Daraus folgt: 
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bei jeder Zuordnung der bezeichneten Art ist eine Lage sich selbst 
zugeordnet. 

Damit ist denn auch der Satz erwiesen: 

Sind A und B irgend zwei Lagen desselben festen Körpers, so giebt 
es für dieselben stets eine Mittellage. 

Schon im Beweise wurde darauf hingewiesen, dass man es durch 
passende Begrenzung eines A und B enthaltenden Raumtheiles (R) stets 
erreichen kann, dass nur eine einzige Mittellage innerhalb (R) vorkommt. 
Dann kann die Wahl von (AR) aber auch so getroffen werden, dass auch 
die Mittellage von A und M, sowie die von M und B demselben Raumtheil 
angehört, und dass in demselben je nur eine einzige vorkommt. Hierdurch 
kann man erreichen, dass das Problem, die Mittellage zu suchen, nicht nur 
für die beiden gegebenen Lagen eine einzige Lösung zulässt, sondern diese 
Eigenschaft bestehen bleibt, wenn man sich für irgend zwei der allmählich 
gefundenen Lagen dasselbe Problem stellt. 

Indem man den Begriff der Uongruenz für Systeme von Raumtheilen 
anwendet, kann man dem Satz über die Mittellage folgenden Ausspruch geben: 

Wenn A, und A, irgend zwei Lagen desselben Körpers sind, so giebt 
es stets eine dritte Lage A, desselben Körpers, so dass ist A,A,—= A, A.. 

Dieser Satz kann in der folgenden Weise erweitert werden: 

Wenn A, und A, irgend zwei Lagen desselben festen Körpers sind, 
so kann man stets m—1 Lagen A, , A;,,... A,_ı So bestimmen, dass jedes- 
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sein soll. Auch ist das Problem, A, zu finden, entweder von selbst ein- 


deutig oder kann sehr leicht dazu gemacht werden. 

Auf den Beweis dieses Satzes brauchen wir um so weniger einzu- 
gehen, da wir den Satz ganz gut entbehren können; es kommt dies dar- 
auf hinaus, dass wir uns im Folgenden bei den als Marken angehängten 
Brüchen auf solche beschränken, deren Nenner Potenzen von 2 sind. 

Indem wir von zwei Lagen A, und A, ausgehen, definiren wir durch 
die Gleichung A,A, = A,A, die Lage A, und allgemein, nachdem wir für 
ein ganzzahliges © zu einer Lage A, gekommen sind, durch 4A, A,4,;,ı 


auch A;,. Ebenso ordnen wir durch die Gleichung A_,A,= A,A, und 
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A_,,A_,= A,A, jedem ganzzahligen positiven und negativen ö eine bestimmte 
Lage A, zu. (Dabei wird es gut sein, zunächst nur stets innerhalb des 
oben definirten Raumtheiles (AR) zu bleiben, und auch sonst für die Grösse 
des Raumtheiles passende Beschränkungen einzuführen.) Die Forderungen 
A,A,= A,A,, AuA,= A,A, u.8s. w. machen es möglich, eine einzige be- 


stimmte Lage für A, anzugeben, wenn m eine Potenz von zwei ist. Lässt 


m 


man dann in AA, = A,A,,, zunächst das ö© der Reihe nach die Werthe 


1. 2, 3,... und dann ö-+l1 der Reihe nach die Werthe 0, —1l, —2,... an- 
nehmen, so gelangt man zu einer ganz bestimmten Lage A,. Will man 


sich für m von der bezeichneten Beschränkung frei machen, so hat man 

den oben ohne Beweis mitgetheilten Satz anzuwenden. „Jedenfalls gilt fol- 
gender Satz: 

(seht man von den beiden Lagen A, und A, aus und ordnet in der 

° . r a . . . . 

angegebenen Weise einer Zahl „ eine Lage A, zu, so wird die Lage A, mit 


ZZ 


. . y a ° b 2 
der Lage A, identisch, wenn der Werth von 2 gleich dem von ist. 
ı 


n 
n 


Es erübrigt jetzt noch, allen denjenigen Zahlen, bei deren Dar- 
stellung man unendlich vieler Brüche bedarf, wenn sie in der angegebenen 
Weise erfolgt, eine bestimmte Lage zuzuordnen. Hierauf glaube ich jedoch 
an dieser Stelle nicht eingehen zu sollen. 


Nehmen wir jetzt irgend eine Menge von Zahlen und ordnen dieselben 


nach ihrer Grösse &,, %, @&. ..., &,. Zu denselben mögen die Lagen 
A, Aus Aus ++, Au, gehören. Dann kann ich den vermittelnden Körper 


nach A 


k aus der Lage A, „,‚ von da nach A, u. 8. w. bewegen. Wenn 
dann A, und A, einen gewissen Theil gemeinschaftlich haben, so soll % 
diesen Theil auch während der ganzen von A, nach A, führenden Bewe- 
gung decken. Indem man in gleicher Weise unbegrenzt fortfährt, erhält 
man den Satz: 

Man kann einen Körper so bewegen, dass, wenn A und B irgend 
zwei während der Bewegung erhaltene Lagen sind, auch die Mittellage von 
A und B bei der Bewegung einmal gedeckt wird. 

Eine solche Bewegung nenne ich eine gleichförmige:; dieselbe hat 
folgende Eigenschaften: 
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1) jede Linie, welche ein Punkt bei seiner Bewegung beschreibt, 
wird während derselben in sich verschoben; 

2) sind A, B, C, D Punkte auf einer solchen Linie, und ist AB= CD, 
so ist auch AC= BD. 

Demnach können wir das oben erhaltene Resultat in folgender Form 
aussprechen: 

Sind für einen Körper zwei Lagen gegeben, so kann man ihn stets aus 
der ersten in die zweite Lage durch eine gleichförmige Bewegung bringen. 


7. 
Aufstellung von Coordinaten. 
Ich will jetzt zeigen, wie man ein Stück einer in sich verschiebbaren 
Linie durch ein beliebiges anderes Stück derselben Linie messen kann. Da 
die Messung vermittelst der gleichförmigen Bewegung, bei welcher die Linie 
in Deckung mit ihrer Anfangslage bleibt, ausgeführt wird, es aber denkbar 
ist, dass dieselbe Linie bei verschiedenen gleichförmigen Bewegungen in 
sich verschoben wird, so gilt die Messung nur in Bezug auf eine bestimmte 
gleichförmige Bewegung. (Die Zeit für die Messung zu benutzen, geht um 
so weniger an, da sich bei unserm Ausgangspunkt kein Mittel zu ihrer 
Messung bietet; es kommt hinzu, dass bei unserer Definition der gleich- 
fürmigen Bewegung die ungleiche Geschwindigkeit nicht ausgeschlossen ist.) 
Es genügt offenbar, anzunehmen, dass die zu messenden Strecken von 
demselben Punkte ausgehen. Es seien «, und «, zwei Punkte auf der be- 
trachteten Linie; man beachte zunächst diejenige Lage A, des festen Körpers 
k, bei welchem ein Punkt rn desselben mit «, in Deckung ist, und dann 
als zweite Lage 4A, diejenige, bei welcher z den Punkt «, deckt. Die 
Linie o,«, wähle man als Einheit. Wenn jetzt o irgend eine Zahl ist, so 
ordne man ihr die Lage A, des Körpers k zu, welehe am Schluss des 
vorigen Paragraphen als zu o gehörig bestimmt worden ist. Denjenigen 
Punkt «, auf der Linie, welchen zn in der Lage A, einnimmt, lasse man 
der Zahl o entsprechen. Damit ist jeder Zahl o ein ganz bestimmter Punkt 
«, und somit auch eine bestimmte Strecke «,«, zugeordnet. Dabei geiten 
die folgenden Sätze: 
„Sind $ und t zwei gleiche, wenn auch auf verschiedenem Wege er- 
haltene Zahlen, so fallen die zugeordneten Punkte «a, und «, zusammen.“ 
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„Sind 8 und t zwei ungleiche positive Zahlen und s<t, so liegt 
der Punkt «o, auf der Strecke «,0,. 

Umgekehrt, wenn nach beliebiger Wahl der Punkte «, und «, auf 
der Linie ein weiterer Punkt % auf ihr gegeben ist, so lässt sich diesem 
Punkte in der angegebenen Weise eine einzige Zahl zuordnen. Man kann 
nämlich nach Annahme eines jeden ganzzahligen m eine Zahl a, finden, 


Om 
> m 
Aut 


Im 
— 


so dass der zu zugeordnete Punkt der Strecke «,? angehört, während 


jedenfalls der zu zugeordnete Punkt nicht mehr auf dieser Strecke 


liegt. Zugleich genügen die a, den Bedingungen: 
ne ir a, tra r+)P. 

Dies, sowie eine andere Grenzbetrachtung, die hierher gehört, kommt 
auf Erwägungen hinaus, welche wir bereits im vorigen Paragraphen anstellen 
mussten, aber, um nicht zu weitläufig zu werden, dort übergangen haben. 

Die Aufstellung eines Coordinatensystems bietet keine Schwierigkeit. 
Einen beliebigen Punkt «, wähle man zum Anfangspunkt und setze fest, 
dass für ihn alle Coordinaten den Werth Null erhalten sollen. Wir lassen 
einen Körper, von dem ein Punkt in der Anfangslage den Punkt «, deckt, 
eine gleichförmige Bewegung machen. Alle Punkte der Linie, welehe 
hierbei vom Nullpunkt beschrieben wird, sollen die Coordinaten r, = 0, 
2%=0,... 2,_,=0 haben. Um die Coordinaten x, eines beliebigen Punktes 
P auf dieser Linie zu bestimmen, wähle man einen weiteren Punkt «, aut 
dieser Linie willkürlich; dann soll x, die positive oder negative Masszahl 
von «a, durch «,e, sein. 

Nun wählt man irgend eine zweite gleichförmige Bewegung, dureh 
welche die so eben benutzte Linie weder in Ruhe bleibt, noch in sieh ver- 
schoben wird. Die Linie, welche jetzt der Nullpunkt beschreibt, habe für 
Cs ++. £,_2, x, verschwindende Werthe, und die Werthe von x,_, 
nach Festsetzung einer beliebigen Einheit in derselben Weise bestimmt, wie 
vorher die x,. Bei dieser Bewegung beschreibt aber auch die Linie 


werden 


(1 =0,..2,,=0,x,) eine Fläche, und die jedesmalige Lage der Linie ist 
bestimmt, sobald die des Nullpunktes bekannt ist. Wenn also der Null- 
punkt nach (0,...0, a,_,, 0) gelangt, d.h. nach dem Punkte: 


ge a- 2 
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so kommt der Punkt (0,0,...0,a,) in einen ganz bestimmten Punkt, und 
dessen Coordinaten sollen sein 2, = --- =r 


n—?2 — 0, LT, —I . a, 19 I 


h = (d,. 
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In derselben Weise fährt man fort, indem man eine dritte gleich- 
fürmige Bewegung hinzunimmt, durch welche der Nullpunkt ausserhalb des 
Gebildes 8 = m; =--=r,_,=0 gelangt. Für die Linie, welche der Null- 
punkt alsdann beschreibt, sollen alle Coordinaten bis auf z,_, verschwinden, 
und der Werth von x,_, ähnlich wie vorher bestimmt werden. Die Lage, 
welche der Punkt (0,0, ...0,a,_,,a,) annimmt, wenn der Anfangspunkt nach 
(0,0,...0, @a,_,, 0, 0) gelangt, soll mit (0,...0, @a,_,, a,_,, a,) bezeichnet werden. 
Jetzt füge man der Reihe nach eine neue Bewegung hinzu, bis man durch 
n gleichförmige Bewegungen dazu gelangt, jedem System (z,,...x,) einen 
Punkt zuzuordnen. 

Alsdann gilt der Satz: 

„Bei der festgesetzten Anordnung entspricht jedem Werthsystem 
(2,,...x,) ein einziger Punkt des Raumes, und umgekehrt kann man um den 
Nullpunkt ein Gebiet abgrenzen und ebenso um das Werthsystem (0, ... 0) ein 
n-fach ausgedehntes Continuum (z,,... x,) bestimmen, so dass jedem Punkte 
des Gebietes ein System des Continuums entspricht, und zwar ein einziges.“ 

Der erste Theil des Satzes bedarf keiner näheren Begründung; der 
zweite Theil ergiebt sich wie folgt. Lässt man bei verschwindendem Werthe 
von 2, -.. X,., die x, von Null aus wachsen, so gelangt man entweder 
wieder zum Anfangspunkte zurück oder nicht. Im letzten Falle (bei wel- 
chem die Linie keineswegs unendlich zu sein braucht), entsprechen ungleichen 


\Werthen von x, auch verschiedene Punkte. Im ersten Falle „iebt es einen 


ersten positiven und einen ersten negativen Werth von x,, welche denselben 
Punkt bezeichnen. Solange x, zwischen diesen Werthen bleibt, wird jedem 
Punkte der Linie nur ein einziger Werth von x, entsprechen. Diese Grenzen 
von x, werden dadurch nicht beschränkt, dass x,_, von Null verschiedene 
Werthe erhält, wofern die Linie (0,... 0, x,) bei der zweiten Bewegung 
keinen ruhenden Punkt enthält. Wenn aber dabei ein Punkt dieser Linie 
in Ruhe verbleibt, so gilt die Eindeutigkeit bis zum ersten ruhenden Punkte, 
also noch immer bis zu einem endlichen Werthe von x,. Ebenso kann 
das Gebiet für x, infolge der späteren Bewegungen, sowie dadurch be- 
schränkt werden, dass ein Punkt (a,,... a,) bei nicht verschwindenden Wer- 


then von a,,...a, mit dem Nullpunkt zusammenfällt. Aehnliche Beschrän- 


kungen können für die anderen Coordinaten eintreten; aber immerhin behält 
jede Coordinate einen endlichen Spielraum. Die Gesammtheit der Punkte, 


welehe dureh alle hiernach gestatteten Werthsysteme dargestellt werden, 
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füllt aber einen gewissen, um den Nullpunkt gelegenen Raumtheil an, was 
in derselben Weise gezeigt wird, in welcher wir zu einer Definition von 
der Zahl der Dimensionen gelangt sind und bewiesen haben, dass diese 
Zahl für jede Raumform eine feste Bedeutung hat. 

Hiernach ist die Bestimmung der Coordinaten auf » gleichförmige 
Bewegungen oder, wenn man will, auf »+1 Lagen desselben Körpers zurück- 
geführt. Diese Bewegungen müssen nur gewissen Beschränkungen unter- 
liegen, können aber im Uebrigen ganz willkürlich gewählt werden. Diese 
Willkür kann häufig benutzt werden, um solche Coordinatensysteme zu er- 
halten, deren Anwendung zu den einfachsten Formeln führt. Man kann 


auch die Coordinaten &,,... x, durch ganz beliebige Bewegungen bestimmen, 
und dann neue Coordinaten y,, ... y, als Funetionen der x einführen. Diese 


Funetionen müssen von einander unabhängig sein: wenn sie ferner für 
r =m=.-=a,=0 die Werthe 5b, ... b, annehmen, so muss um (0, ... 0) 
ein Gebiet der x und um (b,,...b,) ein (Gebiet der y so abgegrenzt werden 
können, dass für beide Gebiete stetige und eindeutige Beziehung stattfindet. 

ludem wir. die Möglichkeit dieser allgemeinen Coordinatenbestimmung 
im Auge behalten, liefert die obige Entwickelung den Satz: 

In jeder Raumform von n Dimensionen lassen sich die Coordinaten und 
n gleichförmige Bewegungen so auswählen, dass zwischen denselben folgende 
Beziehung besteht: durch die erste Bewegung bleiben alle Coordinaten x,, ... x, 
ungeändert und alle x, wachsen gleichzeitig um dieselbe Grösse: durch die 
zweite Bewegung bleiben in dem Gebilde, für welches x, = () ist, die x,...., 
ungeändert, und die x, ändern sich gleichmässig; Entsprechendes gilt bei der 
dritten Bewegung für das Gebilde ©, = 2,0, ws. w., endlich wachsen bei 
der letzten Bewegung für das Gebilde #,= = x, ,=0 die Coordinaten x, 
um dieselbe Grösse. 


$ 8. 
Beweglichkeit einer Raumform; die zu einer Raumform gehörige Transformations-Gruppe. 
Wenn ein beliebig gewählter Körper dureh irgend eine Bewegung 
aus einer ersten in eine zweite Lage gebracht wird, so möge ein Punkt des 
Körpers, welcher in der ersten Lage die Coordinaten z,,... x, hat, in 
seiner zweiten Lage den Punkt x,, ... x, deeken. Dabei ist es keines- 
wegs nothwendig, die Coordinaten z,. ... x, auf solche Punkte zu be- 


n 


schränken, welche dem Körper in seiner ersten Lage wirklich angehören; 
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vielmehr kann man den Körper unbegrenzt fortgesetzt denken, und dabei 
wird jedem Punkte x (soweit die angegebene Coordinatenbestimmung sich 
erstreckt) als der ersten Lage angehörig ein bestimmter Punkt x’ zuge- 
ordnet. Die beiden Lagen vermitteln also eine "Transformation: 


(1.) = la...) [=h,...m, 
Nun denken wir uns den Körper aus der zweiten Lage z’ in eine 
dritte Lage x” gebracht; das möge durch die Transformation vermittelt 
werden: 
(2.) z = 9.0, ©.) 

In die letzte Gleichung mögen die Werthe aus (1.) eingesetzt werden, 
wodurch wir erhalten: 

(3.) 2, = 4(fı(@), + la)) = hl, --- 2). 

Nach den Grundbegriffen ist es aber möglich, die dritte Lage auch 
aus der ersten zu erhalten; folglich stellt auch die Transformation (3.) das 
Ergebniss einer Bewegung dar. Wir denken uns alle Transformationen. 
welche das Ergebniss der überhaupt möglichen Bewegungen des Raumes 


ET Zei ti ‚ 
z * 3 a ann 


darstellen, zu einem System vereinigt, so erkennen wir, dass auch irgend 
zwei Transformationen, nach einander ausgeführt, wieder eine dem System 
angehörige "Transformation ergeben. ‚Jedesmal, wenn die T'ransformationen 
(1.) und (2.) dem System angehören, muss auch die Transformation. (3.) E 
dem System angehören. Ein solches System nennt Herr Zie eine T'rans- . 
formations-Gruppe. 


N 


ER 


Nun ist es an sich klar, dass die einzelnen 'Transformationen nicht q 
diseret, sondern stetig sein müssen. Die stetigen Transformations-Gruppen A 


theilt Herr Zie ein in endliche und unendliche. Ob die letzteren überhaupt 
den Grundsätzen I bis VIl gehorchen, möge unentschieden bleiben; jeden- 
falls kann auf ein derartiges System von Bewegungen der Grundsatz VIII 
nicht angewandt werden; wir schliessen diese Gruppen daher von unserer 
Betrachtung aus. Eine jede endliche T'rransformations-Gruppe kann aber 
dadurch erhalten werden, dass man einer endlichen Anzahl r von Para- 
metern @,, ... a, alle möglichen Werthe beilegt, durch jedes Werthsystem 
4, ... a, stets » Funetionen fi, ... 2, Aıye@)s 22. nie us Ars... A.) 
bestimmt sein lässt und die dem System (a,...a,) zugeordnete Transfor- 
mation durch die Gleichungen darstellt: 





(4.) er ) em, 
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Hierdurch ist eine Gruppe dargestellt, wenn aus den 2x» Gleichungen 
er ! z „ Tr ' ! _ \ 
BI Eu... .), Sehe, eu dr... D,) 


bei beliebiger Wahl von a,, ... a,; b,. ... b, folgt: 


(6.) e alla... 05 Orr 6) 
wobei noch ist: 
(7.) = ala... 85 4 .- D,). 
Wird nun noch angenommen, dass, solange a, ... a, b,, ... b, in einer 


gewissen Umgebung eines bestimmt gewählten Parameter-Systems al”, ... a 


verbleiben, bei beliebigen Werthen von z,, ... x, die » Gleichungen: 


n 


Kai a) = Alan a Dr -. 6,) 


nur für a =b, ... a,=b, erfüllt werden können, so sind die Parameter 
4,, ... a, sämmtlich wesentlich und können nicht durch eine geringere 
Zahl ersetzt werden. Wenn alle Bewegungen durch eine 'Transformations- 
Gruppe mit r wesentlichen Parametern dargestellt werden, so legen wir der 
Raumform r Grade von Beweglichkeit bei. Somit sind wir, ausgehend von 
unsern Grundsätzen I bis VII auf die Theorie der stetigen endlichen Trans- 
tormations-Gruppen gelangt. Nur in einer Beziehung ist die letztere Theorie 
noch allgemeiner als die der unter diese Grundsätze fallenden Itaumformen. 
Nach dem fünften Grundsatze kann jeder Körper zur theilweisen Deckung 
mit jedem beliebigen Raumtheile gelangen; folglich muss es möglich sein, 
durch" die Transformationen der Gruppe jeden Punkt x in jeden Punkt x 
überzuführen, oder die Gruppe muss transitiv sein. Demnach erhalten wir 
tolgenden Satz: 

Alle Bewegungen, welche ein Körper in einer Raumform machen kann, 
werden durch ‘eine endliche transitive Transformations-Gruppe bestimmt: die 
Zahl der wesentlichen Parameter dieser Gruppe giebt den Grad der Beweg- 
lichkeit für die Raumform an; diese Zahl muss mindestens gleich der Zahl der 
Dimensionen der Raumform sein. 

Die Ergebnisse der beiden letzten Paragraphen gestatten es uns noch, 
auf einem zweiten Wege zu diesem Resultate zu gelangen. Durch irgend 
zwei Lagen desselben Körpers ist eine gleichförmige Bewegung bestimmt, 
welche den Körper aus der ersten in die zweite Lage bringt. Mit der 
gleiehförmigen ist aber zugleich auch die unendlich kleine Bewegung ge- 
geben. Dieser Begriff soll hier nicht näher entwickelt werden; es genüge, 
folgenden Satz auszusprechen: 
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„Die unendlich kleinen Aenderungen dz,, ... dx,, welche die Coor- 
dinaten &,, ... z, durch eine unendlich kleine Bewegung erleiden, lassen 
sich als Producte von » Funetionen $,(z,,... 2,), +». &,(&,... z,) mit einer 
unendlich kleinen Grösse dt darstellen.“ 

(selangt also der Punkt (z,,...x,) in die Lage &,+dx,, ... 2,+tdr,, 
so kann gesetzt werden: 


(8.) de, = S,dt, dx, = S,dt, ... dx, = S.dt. 


\ P4 


Wenn eine kaumform die unendlich kleinen Bewegungen zulässt: 
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wo durch die Akte Horizontalreihe bezeichnet wird, dass die Componenten 
der unendlich kleinen Verschiebung proportional sind $&1:&9: ... :&n; 80 
ist auch die unendlich kleine Verschiebung möglich: 


wo die a, ... a, von den z,, ... x, unabhängig, aber im Uebrigen ganz 
willkürlich sind. Unendlich kleine Bewegungen sind (solange nicht ein 
Unendlichkleines höherer Ordnung mit in Betracht gezogen wird), mit ein- 
ander vertauschbar. Die Bewegung (10.) ist aus den Bewegungen (9.) zu- 
sammengesetzt, und die Bewegungen (9.) sind dann, und nur dann, von 
einander unabhängig, wenn keine von ihnen aus den übrigen zusammen- 
gesetzt ist, wenn also die » Ausdrücke (10.) für eonstante Werthe von a 
nur dadurch zum Verschwinden gebracht werden können, dass man alle 
Coetfieienten a gleich Null setzt. Jetzt sind zwei Fälle möglich: entweder 
lassen sich alle unendlich kleinen Bewegungen, welche eine Raumform ge- 
stattet, aus einer endlichen oder aus einer unendlich grossen Zahl von infini- 
tesimalen Bewegungen zusammensetzen. Die letztere Möglichkeit lassen 
wir ganz ausser Acht und setzen die Zahl der von einander unabhängigen 
infinitesimalen Bewegungen als endlich voraus. Hiernach stellen wir die 
Definition auf: | 

Eine Raumform hat r Grade von Beweglichkeit, wenn sich alle in ihr 
möglichen unendlich kleinen Bewegungen aus r solchen, aber nicht aus weniger 
zusammensetzen lassen. 
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Wir wollen jetzt nachweisen, dass diese Definition mit der oben «e- 
gebenen übereinstimmt, und dass die in der Gleichung (4.) gegebene Dar- 
stellung der Gruppe aus den infinitesimalen 'Transformationen hergeleitet 
werden kann. 

Da die allgemeinste unendlich kleine Bewegung durch (10.) bestimmt 
wird, integriren wir das System der » Differentialeleichungen: 

(11.) de, = Fa, (e)dt eg 


[ 


und bestimmen deren Constanten so. dass für = 0 jedesmal r = r, wird. 
Dann erhalten wir Gleichungen von der Form: 


(12.) u En ... 8: u. 558 
Nun ändern sich die Gleichungen (11.) nicht, wenn man alle a,...... a, 


mit denselben Constanten multiplieirt, wofern man nur gleichzeitig # dureh 
dieselbe Constante dividirt. Somit müssen auch die Gleichungen (12.) bei 
derselben Operation ungeändert bleiben, oder dieselben sind ausser von 


%,, ... z, nur noch von af, at, ... a,t abhängige. Man erhält also hier 


die in (4.) vorausgesetzte Form. 

Auch die unendlich kleinen Bewegungen gestatten zu erkennen, ob 
eine Gruppe transitiv ist oder nicht. Damit das erstere stattfindet, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass dureh dieselben der Punkt x in jede unendlich 
nahe Lage gebracht wird. Es kommt dies darauf hinaus, dass nicht alle 
Determinanten identisch verschwinden, welche aus je » unter den r Reihen 
(9.) gebildet werden können. 

Da wir bei den vorangehenden Untersuchungen nur die Voraus- 
setzungen I bis VII benutzt haben, so können wir sagen: 

Alle Bewegungen, welche durch die ersten sieben Grundsätze bestimmt 
werden, führen auf eine stetige Transformations-Gruppe:; umgekehrt kann man 
jeder stetigen endlichen transitiven Gruppe von Transformationen ein System 
zuordnen, welches den genannten Voraussetzungen genügt. 

Wir drücken diesen Satz noch in einer anderen Form aus: 

Nimmt man den begriff der Raumformen im allgemeinsten Sinne, so 
dass für denselben nur die Grundsätze I bis VII gelten, so fällt deren Theorie 
ganz zusammen mit der der stetigen endlichen transitiven Transformationsgruppen. 

Eine Beschränkung kann dieser Satz nur erhalten bei einer unendlich 
grossen Zahl von Dimensionen und bei einem unendlich grossen Grade der 
Beweglichkeit. 
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Abgesehen von der Transitivität scheinen die hier verlangten Gruppen 
auch noch in einer zweiten Beziehung specieller zu sein als die ZLieschen, 
indem jede hier auftretende Gruppe die identische Transformation enthält, 
während Herr Zie dies nicht ausdrücklich voraussetzt. Indessen ist von 
verschiedenen Seiten bereits nachgewiesen, dass hierin keine Beschrän- 
kung liegt. 


$9. 
Ueberblick über die Theorie der Transformationsgruppen. 

Es ist nothwendig, an dieser Stelle einige der wichtigsten Sätze über 
T'ransformations- Gruppen anzugeben, schon aus dem Grunde, weil jeder 
solche Satz zugleich für die Raumformen gilt, wenn man diesem Worte 
seine allgemeinste Bedeutung beilegt. Dazu kommt, dass wir uns bei der 
Herleitung der speciellen (der „eigentlichen“) Raumformen auf die hier mit- 
zutheilenden Sätze stützen müssen. 

Wenn durch eine unendlich kleine Transformation die einzelnen 
Coordinaten x, die Veränderung <,dt erleiden, so wird eine ganz allgemeine 


of 


Function f(z,,...z,) um dE.&S,, dr verändert werden. Demnach bezeich- 


q 


net Herr Zie eine infinitesimale Transformation symbolisch durch 


; u  ; 
1.) xf= 2. 
N P4 S t “ 


Or, 
Hier mögen 0, 0, rt, ... die Marken 1, 2, ... r angeben und die r so er- 
haltenen 'T'rransformationen sollen von einander unabhängig sein. Wir führen 


die Bezeichnung ein: 


FF. DE If 
(2) (X,X,)=(X,(X,N)-(X,X,f)) = z(2. ns _5,, er öf 


o\“ a OX, Oxu 7 On; ' 
und nennen die so dargestellte infinitesimale Transformation aus X,f und 
X,f eombinirt. Dann muss auch sie der Gruppe angehören, und wir erhalten: 

(3.) (X,X,) = Eogukuf; 


wo die e constant sind und der Bedingung e,..+€,,, = genügen. 

Führt man an Stelle von z,, ... x, andere Coordinaten ein, so hat 
man im Symbol X,f nur die entsprechende Aenderung zu machen, um das 
Symbol derselben Transformation für die neuen Variabeln zu erhalten. 
Ebenso geht (X,X,) in die Combination der entsprechenden Ausdrücke über, 
und die Constanten e,,. bleiben ungeändert. 
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r(r—1) 


‘) 


_— 


tesimalen Transformationen X,f. ... X,f zu einer Gruppe. Die Integrabili- 


Sind die Gleichungen (3.) befriedigt, so führen die r infini- 


täts-Bedingungen erfordern aber: 


q y io r " eo Lub- 
(4.) Ze. K,X)t+0.. KK tu KK)! = 0 
dA 
oder 
r D » Kia 
(5.) = Cor u C uoa + C,. u ( 400 TO. Cura| Ki V, 


wo 0, o, r drei verschiedene Marken sind und « irgend eine. Diese Glei- 
chungen stellen aber wieder die vollständigen Bedingungen dar; sind die 


r r ” . . 
we Constanten e so gewählt, dass sie den angegebenen Bedingungen 


genügen, so kann man immer entsprechende Gruppen bilden. 

Wenn eine Gruppe durch die r infinitesimalen Transformationen 
A,f, --. X,f bestimmt ist, so kann man auf die verschiedenste Weise r von 
einander unabvängige lineare Ausdrücke Yıf, ... Y,f bilden, wo 


Y,f= Zm,„Ä,f 


ist. Dann ist dieselbe Gruppe auch durch Yıf. ... Y,f bestimmt. Jetzt 
ändern sich die Coefficienten e, jedoch so, dass auch für die neuen Üon- 
stanten die Gleichungen (5.) bestehen. Zwei Gruppen, für welche die Üoef- 
ficienten e entweder gleich sind oder durch passende Wahl der bestimmen- 
den Transformationen gleich gemacht werden können, heissen gleich zu- 
sammengesetzt oder holoedrisch isomorph oder auch etwa gleich gestaltet. 
Ganz entsprechend heisst die r-gliedrige Gruppe A,f, ... X,f, für welche 
die Gleichungen (3.) bestehen, meroedrisch isomorph mit der (r—qg)-gliedrigen 
Yıf, --- Y,_,f, wenn sich aus letzteren r infinitesimale Transformationen 
Yıf. --. Y,f, von denen wieder r—q von einander unabhängig sind, linear 


so bestimmen lassen, dass auch jedesmal 


(de) EB A 


ei 
ist. 

Aus jeder infinitesimalen lässt sich eine einfach unendliche Reihe 
von endlichen Transformationen herleiten, und wir wollen sagen, jede solche 
endliche Transformation gehöre zu der gegebenen infinitesimalen. Bestehi 
zwischen zwei unendlich kleinen Transformationen X,f und X,f die Be- 


ziehung (X,X,)=0, so lassen sich alle zu X,f gehörigen endlichen Trans- 


c 


20* 
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formationen mit den zu X,f gehörigen vertauschen; d. h. wenn zwei der- 
artige endliche Transformationen nach einander ausgeführt werden, so ist 


ig von der Reihenfolge, in der dies geschieht. 


das Resultat unabhängig 


Hliernach kann man aus dem am Schlusse von $ 7 mitgetheilten 
Satze die beiden folgenden herleiten: 

„Giebt es in einer Raumform von » Dimensionen » von einander 
unabhängige und mit einander vertauschbare gleichförmige Bewegungen, 
und lässt deren Vereinigung einen Punkt nicht in einem Gebilde von weniger 
als » Dimensionen, so kann man durch passende Wahl der Coordinaten 
bewirken, dass die zugehörigen » unendlich kleinen Transformationen sym- 


off of 


boliseh in der Form — u, 
or, Or, OL, 


dargestellt werden.‘ 


„Wenn es in einem »-fach ausgedehnten Raume mehr als » von ein- 
ander unabhängige und mit einander vertauschbare gleichförmige Bewegungen 
giebt, so muss jede aus den Componenten der entsprechenden infinitesimalen 
Transformationen gebildete Determinante zten Grades identisch verschwinden; 
alle diese Bewegungen dürfen vereint mit den aus ihnen zusammengesetzten 
Jeden Punkt höchstens in ein (»—1)-dimensionales Gebilde überführen.“ 

Daraus folgt, dass für a=1 nur solche Transformationen mit ein- 
ander vertauschbar sind, welche aus derselben infinitesimalen Transformation 
hervorgehen. Dieser Bedingung genügen aber nach der Zusammensetzung 
nur drei Arten von Gruppen: 1) die eingliedrigen. 2) diejenigen zweiglie- 
drigen, für welehe bei passender Wahl von X,f und X,f die Bedingung 
(X,X,) = A,f befriedigt ist, und (3.) diejenigen dreigliedrigen, in denen drei 
infinitesimale 'Transformationen X,, X,, X, so ausgewählt werden können, 
dass (X, X,)=ÄA,, (A\X,)= A, (A,)= A, ist. Somit giebt es nur drei 
(zruppen mit einer Veränderlichen, und man kann im ersten Falle die all- 
vemeine Transformation in der Form x’ = z-+a, im zweiten durch die 
Gleichung x’ = ar+b und im dritten durch x = er für ad+be darstellen. 

Dagegen zeigt sich für mehrere Variabeln eine weit grössere Mannig- 
faltigkeit; namentlich giebt es hier stets Gruppen, welche sich bei keiner 
Wahl der Veränderlichen auf projeetive zurückführen lassen. Für zwei 
Variabeln hat Herr Zie alle möglichen Gruppen bereits vor längerer Zeit 
(Math. Annalen Bd. XVIJ) aufgestellt. 

Wenn man wieder Y,f linear dureh X,f, ... A,f darstellt, jetzt 
aber nur m <r derartige Transformationen in Betracht zieht und die 
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m(m— 
> 


D (Y,Y,) durch Y,.... Y,, dar- 


stellen lassen, so bestimmen die Yıf, ... Y,f eine Untergruppe der ve- 


d 


Voraussetzung macht, dass sich alle 


sebenen Gruppe. Eine solehe nennt Herr Lie invariant, wenn auch jedes 
FA) Mel... : ww e=|...r.derch F,f, --+ Y.f dargestellt werden 
r(r—]) 


5 Transformationen &e,„Ä,f Mur pr 


aus u 


von einander unabhängige vorkommen, so bestimmen dieselben eine be- 


kann. Wenn unter den 


sonders wichtige invariante Untergruppe, welche als Haupt- Untergruppe 
bezeichnet werden soll. 

Jede infinitesimale Transformation bestimmt für sich eine eingliedrige 
Untergruppe und ist selbst in einer oder mehreren zweigliedrigen Unter- 
gruppen enthalten. Ueberhaupt gilt der Satz, dass jede beliebige Trans- 
formation einer m-gliedrigen Untergruppe angehört, wenn m eine der Zahlen 
l,... 6 und kleiner als r ist. Dabei ist man jedoch genöthigt, imaginäre 
Transformationen zuzulassen. 

Unter denjenigen Gruppen, welche nieht ihre eigenen Haupt-Unter- 
gruppen sind. für welche also weniger als r der 'Transformationen (X,X,) 
von einander unabhängig sind, nehmen diejenigen eine hervorragende 
Stellung ein, welche ich aus einem hier nicht zu erörternden Grunde als 
solche vom Range Null bezeichne. Für dieselben ist die Eigenschaft cha- 
rakteristisch, dass in jeder ihrer zweigliedrigen Untergruppen die Transfor- 
mationen mit einander vertauschbar sind. In solehen Gruppen giebt es in- 
variante Untergruppen von jeder Gliederzahl, die kleiner als r ist, speeiell 
also auch mindestens eine eingliedrige Untergruppe, welche mit allen Trans- 
formationen der Gruppe vertauschbar ist. 

Diejenigen Gruppen, welche keine invarianten Untergruppen besitzen, 
heissen einfach. Ihnen am nächsten stehen diejenigen, welche durch blosse 
Zusammenstellung mehrerer einfacher Gruppen gebildet sind. Wenn näm- 
lieh von den Gruppen @,, ... @, keine zwei eine Transformation (ausser 
der identischen) gemeinschaftlich haben, aber die Transformationen einer 
jeden @, mit denen einer jeden @; für ungleiche Werthe «, % (= 1,... k 
vertauschbar sind, eine neue Gruppe H aber alle diese und nicht mehr um- 
fasst, SO möge es gestattet sein, zu sagen, H sei durch Zusammenstellung 
der @,, ... @, gebildet. Sind speciell die @, ... @, sämmtlich einfach, so 
möge H, solange ein besserer Name fehlt, als halbeinfach bezeichnet werden. 
Jede Gruppe, welche ihre eigene Haupt-Untergruppe ist, wird gebildet aus 
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einer einfachen oder halbeinfachen Gruppe und einer invarianten Untergruppe 
vom Range Null. 

Zwei Gruppen, welche durch Transformation der Variabeln in ein- 
ander übergeführt werden können, werden als ähnlich bezeichnet. Dazu 
ist die Gleichheit der Zusammensetzung nothwendig. In den meisten Fällen 
muss aber eine weitere Bedingung hinzutreten. Eine solehe ist z. B. bei 
trausitiven Gruppen die Gleichheit der Zusammensetzung für diejenige Unter- 
gruppe, bei welcher ein Punkt allgemeiner Lage in Ruhe gehalten wird. 
Während diese oder eine ähnliche Bedingung vom analytischen Standpunkt 
aus genügt, tritt für die Geometrie die Forderung hinzu, dass die Variabeln 
zugleich reell sind. 

Während bei Untersuchung der Gruppe alle Werthsysteme x, .... x 
in Betracht zu ziehen sind, hat man als eigentliche Punkte der entsprechen- 


n 


den Raumform nur die Punkte allgemeiner Lage anzusehen; d.h. da hier 
nur transitive Gruppen betrachtet werden, nur diejenigen Punkte, für welche 
nicht alle aus » der Reihen (9.) $ 8 gebildeten Determinanten verschwinden, 
Nun liefert das Verschwinden dieser Determinanten gewisse Invarianten der 
(Gruppe, Gebilde, welche bei jeder Transformation der Gruppe in sich ver- 
bleiben. Diese Invarianten können als Repräsentanten des Unendlichfernen 
betrachtet werden. 

Durch eine Untergruppe wird entweder ein Punkt allgemeiner Lage 
wenigstens bis zu einer gewissen Grenze hin in jeden andern Punkt ge- 
bracht, oder er verbleibt auf einem gewissen Grenzgebilde. Im zweiten 
Falle hat das betreffende Gebilde wieder die Eigenschaften einer allge- 
meinen Raumform. ‚Jede Bewegung des Raumes lässt entweder das Gebilde 
in sich. oder bringt es zur Deekung mit einem eongruenten Gebilde. Wenn 
die gegebene Gruppe r-gliedrig, diejenige Untergruppe, bei welcher das 
(rebilde in sich bewegt wird, m-gliedrig ist, so bildet die Gesammtheit der 
eongruenten Gebilde eine (r—m)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit. Man 
kann das einzelne Gebilde als Element dieser Mannigfaltigkeit auffassen, 
und dann gelten für dieselbe die Gesetze einer hRaumform im allgemeinen 
Sinne. Die für diese Raumform geltenden Bewegungsgesetze sind im All- 
vemeinen wesentlich dieselben, wie für die gegebene haumform; die ent- 
sprechenden Gruppen sind meistens holoedrisch, zum mindesten meroedrisch 
isomorph. Dadurch gelangt man von jeder Raumform aus zu einer Reihe 


weiterer, welche mit ihr in sehr engem Zusammenhange stehen. 


a ren 


N 








Killing, über die Grundlagen der Geometrie. 159 


Jede intransitive Gruppe hat Invarianten, d. h. Funetionen von 
Ei, ».. 2,, Welche durch keine Transformation der Gruppe verändert werden. 
Aber auch bei transitiven Gruppen kann man von Invarlanten sprechen, 
wenn man die Coordinaten mehrerer Punkte in Betracht zieht. Wird näm- 
lieh eine beliebige Transformation der Gruppe dargestellt durch 


A Bi 
für ı=1,...n» oder kürzer durch y,=f,(xz, a), so stellen bei beliebiger 
Wahl der o+1 Punkte z, &, ... x'® die Gleichungen 


y=llaa, ylla,a, ... y9=f(la,a) 
zusammen eine mit der gegebenen Gruppe gleich gestaltete Gruppe von 
r Parametern und (e+1).r Variabeln dar. Diese Gruppe wird zum min- 
desten dann intransitiv, wenn (o+l)a >r ist. Folglich giebt es, wie 
bereits Herr Lie hervorgehoben hat, stets eine kleinste Zahl. so dass für 
diese und jede grössere Zahl von Punkten Invarianten vorkommen. Wenn 
hiernach die Zahl der Invarianten scheinbar unendlich gross ist, so ist doch 
die Zahl der von einander unabhängigen endlich und zwar höchstens gleich n. 
So lassen sich in vielen Fällen alle Invarianten aus einer einzigen her- 
leiten; dazu ist nothwendig, aber keineswegs hinreichend, dass alle » Varia- 
beln in der Invariante wesentlich sind und nieht durch Transformation auf 
eine geringere Zahl zurückgeführt werden können. Kommen alle derar- 


tigen Invarianten auf eine einzige zwischen den Coordinaten zweier Punkte 
n(n-+1) 
.) 


variante. in welcher alle Coordinaten zweier Punkte wesentlich sind. noch 


hinaus, so besitzt die Gruppe Parameter; treten aber zu einer In- 
davon unabhängige Invarianten hinzu, so wird dadurch die Zahl der Para- 
meter verringert. 


$ 10. 
Folgerungen aus dem achten Grundsatze. 

Bis jetzt haben wir nur die sieben ersten Grundsätze benutzt: indem 
wir den letzten hinzunehmen, sprechen wir im Gegensatz zu den bis jetzt 
betrachteten „Raumformen im allgemeinsten Sinne“ von den „eigentlichen“ 
oder auch den „speciellen Kaumformen“. Zunächst wollen wir jetzt diesen 
Grundsatz in anderer Form aussprechen: 

Bei der Ruhe eines Punktes in einem n-dimensionalen Raume wird kein 


zweiter so bewegt werden können, dass er ein n-dimensionales Gebiet ausfüllt; 
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zugleich geht durch den ruhenden Punkt kein (Gebilde hindurch, welches noth- 
wendig zugleich in Ruhe gehalten oder in sich verschoben wird. 

Die eindimensionalen Raumformen können ganz ausgeschlossen wer- 
den. Für mehrdimensionale sagt der erste T'heil des Grundsatzes aus, dass 
bei der Ruhe eines Punktes sich jeder zweite höchstens auf einem (n—1)- 
dimensionalen Gebilde bewegt. Der zweite Theil sagt nun zunächst, dass 
der bewegte Punkt in der That jede Lage auf einem (»—1)-dimensionalen 
(rebilde erlangen kann. Angenommen nämlich, der bewegte Punkt könne 
höchstens ein (a— o)-dimensionales Gebilde beschreiben, wo o>1 ist. Dann 
ziehe man vom ruhenden Punkte aus eine beliebige Linie und bestimme 
für jeden Punkt derselben dasjenige Gebilde, auf welchem er noch bewegt 
werden kann: die Gesammtheit derselben bildet höchstens ein Gebilde von 
n—o+1=_n—1 Dimensionen, und dies wird bei der Bewegung in sich ver- 
schoben. 

Ferner sind dureh unsern (Grundsatz diejenigen (Gruppen ausge- 
schlossen, welche Herr Zie systatisch nennt, und bei denen jedesmal eine 
Linie oder Fläche oder ein mehrdimensionales (rebilde in Ruhe bleibt, wo- 
fern ein Punkt in Ruhe gehalten wird; wenigstens darf ein solches Gebilde 
nieht reell sein. Endlich geht durch den ruhenden Punkt überhaupt kein 
reelies Grebilde hindurch, welches bei jeder alsdann noch möglichen Bewe- 
ung in sich verschoben würde. 

Da die Gruppe transitiv ist, darf zwischen den Coordinaten z,, ... r, 
desselben Punktes keine Invariante bestehen. Dagegen muss es zwischen 
den 2» Coordinaten z&,, ... z, und ©, ... & 


£ „ eine Beziehung geben, 
welehe bei allen Transformationen der Gruppe ungeändert bleibt, da im 
andern Falle bei der Ruhe eines Punktes ein zweiter noch jede beliebige 
lage erhalten könnte. Das Vorhandensein einer zweiten Invariante zwischen 
den Coordinaten zweier Punkte würde die bei der Ruhe eines Punktes noch 
mögliche Bewegung eines jeden zweiten auf ein (»—2)-dimensionales (re- 
biet beschränken. Zwischen zwei Punkten besteht daher eine einzige In- 
variante; ob davon unabhängig noch eine weitere Invariante für mehr 
Punkte vorkommt, muss vorläufig unentschieden bleiben. 

Diese Invariante zwischen den x und den x sei: 

(1.) Pils r a0 Mai sn sec a 

Vertauseht man hierin x und r’, so erhält man eine blosse Function von J. 


' 


Setzt man aber =, ... 2,=r,, so muss J von z,, ... z, ganz unab- 
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hängig werden, weil zwischen den Coordinaten eines Punktes keine In- 
variante bestehen darf. Somit wird J(@,,...%,; 2,...2,) entweder gleich 
einer Uonstante oder ganz unabhängig von dem Punkte z unentschieden. 
Im letzteren Falle haben wir zu unterscheiden, ob sich für dem x unend- 
lich nahe Punkte z' derselbe Grenzwerth ergiebt oder nieht. Im Allge- 
meinen muss nämlich die Function eindeutig und stetig sein. So möge 
man vom Punkte x eine beliebige Linie ziehen; auf dieser Linie möge 
x dem x unendlich nahe kommen. Wenn dann J(z, x’) stetig verläuft, so 
nähert sich J für e=z einem gewissen Grenzwerth. Für eine zweite 
derartige Linie gelte dasselbe. Sollte aber jetzt J einen andern Grenz- 
werth erhalten, so beachte man auf den beiden Linien solehe Punkte, welche 
dem Punkte z unendlich nahe sind, und verbinde diese durch eine Linie. 
Dann wird auf der letzteren eine Unterbrechung der Stetigkeit stattfinden. 
Somit giebt es vom Punkte x aus ein Gebilde, längs dessen die Stetigkeit 
unterbrochen wird. Dies Gebilde muss aber auch bei der Ruhe von x in 
sich verbleiben. Da dies nach unserer Voraussetzung ausgeschlossen ist, 
muss sich die Function (1.) für alle Werthe von x’, welche unendlich 
nahe an z liegen, demselben Grenzwerthe nähern, und dann können wir 
durch eine kleine Umänderung immer bewirken, dass 


HK, 25 A.) = 0 


ist, in dem Sinne, dass die Function für alle reellen, unendlich nahe an x 
gelegenen Werthe von x’ unendlich klein wird. 

Wenn jetzt der Punkt z in Ruhe gehalten wird und J(x, x) für 
einen zweiten Punkt x’ den Werth a erhält, so wird x’ bei der Ruhe von 
x jeden Punkt einnehmen können, für den die Gleichung J(z, x) = a be- 
steht; wenigstens muss man um den Punkt x’ auf diesem Gebilde ein (a—1)- 
dimensionales Gebiet so abgrenzen können, dass jeder Punkt dieses (sebietes 
von x wirklich erreicht werden kann. 


Wir nehmen den Punkt =’ unendlich nahe bei x an und setzen 
x,—x,=dz,. Dadurch geht J(z,,... z,; &,...x,) über in eine Function 
K(dx,,... dx,), in welcher z,, ... x, als Constanten betrachtet werden sollen, 
da wir nur solche Bewegungen untersuchen, bei denen dieser Punkt in Ruhe 
gehalten wird. Zugleich ersetzen wir die Differentiale dz,, ... dr, dureh 
21, ++. 3, und schreiben, um die Aenderungen, welche die z, bei einer un- 
endlich kleinen Bewegung erleiden, in der Zieschen symbolischen Bezeich- 
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a © - . . 
nung angeben zu können, r, statt - f. Dann ist das Symbol einer der- 


artigen infinitesimalen Transformation 
(2.) Zm .2T,; 
wo die Coeffieienten m,, blosse Constanten sind. Da die Multiplication 
sämmtlicher dr mit derselben Constante keine Veränderung hervorruft, so 
ist unter den 'Transformationen (2.) die Zm,z,r, auszuschliessen, und wir 
können voraussetzen, dass in (2.) die Summe Zm,=0 ist. Betrachten wir 
also bei den 'Transformationen der Gruppe nur diejenigen Aenderungen, 
welche bei der Ruhe eines Punktes die unendlieh nahen Punkte erleiden, 
so lässt sich deren Gesammtheit als Untergruppe der (»’—1)- gliedrigen 
(sruppe betrachten: 
31, —23,0105 27, für ı$%. 

Diese Untergruppe muss offenbar intransitiv sein; sie soll eben die 
Funetion K(z,,...3,) unverändert lassen. Andererseits sieht man aber sehr 
leicht ein, dass, wenn durch die Gruppe eine lineare Form Ie,z, unverändert 
bleibt, bei jeder Bewegung, die den Punkt x in Ruhe lässt, auch ein um 
den Punkt liegendes unendlich kleines Gebiet in sich verschoben wird. 
Wenn aber mehrere solche linearen Formen vorhanden sind, so müssen 
mehrere derartige Gebilde, und damit auch ihr Durchschnitt, in sich bewegt 
werden. Wenn aber für die betrachtete Untergruppe eine lineare reelle 
Funetion der 3 eine Invariante ist, so muss bei der Ruhe des Punktes x 
ein (a—1)-dimensionales unendlich kleines Gebiet in sich bewegt werden; 
dies setzt sich weiter fort, und ein (»—1)-dimensionales Gebilde wird in 
sich bewegt. Wenn aber eine imaginäre lineare Function invariant bleibt, 
so muss damit ihre conjugirt complexe Form verbunden sein; deren Schnitt 
ist für a2 reell, und wir sehen, dass ein (»— 2)-dimensionales Gebilde 
in sieh verschoben wird. Wenn endlich die Funetion K(z,,...2,) nur die 
enthält, aber z,;1, ... 3, für m<{n» nicht vorkommen, 
so wird das Gebilde 3 =», =---=3,=Ü in sich verschoben. 


Variabeln z,, ... 2, 
Demnach können wir für »>2 folgende Bedingungen aufstellen: 
Die Gruppe, durch welche die unendlich kleinen Grössen dx,, ... de, 
transformirt werden, muss eine und zwar eine einzige Invariante zwischen den 
Coordinaten eines jeden Punktes besitzen; in dieser Invariante darf für n>2 
kein linearer Factor vorkommen; zugleich müssen in derselben alle n Variabeln 


wesentlich sein. 
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Den zweidimensionalen Raum wollen wir erst später behandeln: tür 
einen mehrdimensionalen mögen die unendlich nahen Punkte dureh folgende 
infinitesimale Trransformationen verändert werden: 


s —. 3 
(3.) Zm.3T,, ZmM.3T. 


Dann muss die Invariante K den Gleichungen genügen: 


O N oK 
(4.) 2Zm.3.—- =), Zm.3. er 0), 


Diese Ausdrücke müssen so beschaffen sein, dass sich alle ihre Ab- 
leitungen durch eine einzige ausdrücken lassen, weil wir im andern Falle 
mehrere Invarianten erhalten würden. Da zudem keine dieser Ableitungen 


. .. . 5 oK 22 
verschwindet, muss es möglich sein, alle durch auszudrücken, und es 
Ä 7 


[A 


bestehen die Gleichungen: 


. oK oK 
(D.) — P,- 


., a) — >) 
4 < 


K 
Br “ 
we 


nır 
oK 
nn 
m 


-+Rg OR, O2, 


en 
Ö 
wo die P,, ... P, nieht blosse Constanten sein können. 

Das System (5.) von Gleichungen ist wesentlich identisch mit dem 
System (4.) und aus letzterem durch blosse Elimination erhalten. Somit 
kommen auch unter den Gleichungen (4.) a—1 von einander unabhängige 
vor, und die Zahl der von einander unabhängigen infinitesimalen T'ransfor- 
mationen (3.) ist mindestens gleich »—1. Wendet man dieselbe Elimination, 
welche von (4.) zu (5.) führt, auf die Symbole (3.) an, so muss man auf 
Symbole r,—P,r, für z=2, .... » gelangen, und die Symbole Q,r,— P,Q,;r, 
müssen nach passender Bestimmung der Q, wiederum unendlich kleine Be- 
wegungen darstellen, welche sich aus (3.) zusammensetzen lassen. Diese 
schreiben wir in der Form 





(6.) Par: Poarfı, PafzPiafır + Pafa Puls 
wo die @,, lineare Functionen sind. Je zwei Funectionen g,, und ,, dürfen 
nicht durch Multiplieation mıt einem constanten Factor in einander über- 
geführt werden können. 

Nach der in $ 9 Gleichung (2.) gegebenen Vorschrift eombiniren 
wir jetzt die Transformationen pr, —Yyr, und Pyr3>—Yior,. Die neue un- 
endlich kleine Transformation muss sich linear durch die Trransformationen 
(3.) und somit durch die 'Transformationen (6.) und die etwa weiter vor- 
handenen darstellen lassen. Da bei der Combination (9,r,—Yırı, Pants —Yisr,) 
die r,. ... r,„ nieht vorkommen, so muss dieselbe sich entweder linear dureh 


21” 
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Par — Par, und Y3,r3—Y,,r, allein darstellen lassen, oder es muss noch eine 
Transformation M,r, +M;r,;+M;r, hinzukommen, welche sich auf die Form 
Ps3r;—(y»r, muss zurückführen lassen. 

Betrachten wir zunächst den ersten Fall, so erhalten. wir die Glei- 
chungen: 


Op og Og,, Op, 
Ya dr -— pn Em —P; er +93 nr un (nt Ppr; 
Para 1 3 1 
og 0 
21 21 us 
un 2. + Pı3 re ° 
3 
N rn 
O5, wi." ORDER 
Pa je gg fu 7, au PYa; 


von denen mindestens zwei unabhängig sind, so dass wir y;,, und Y, linear 
durch 9, und g,, ausdrücken können. Würde die Gruppe durch die n—1 
infinitesimalen Trransformationen (6.) bestimmt, so würden sich alle p,, und 
f,, durch 9, und ,, darstellen lassen; somit müsste für 9 = a = 0 keine 
Bewegung möglich sein, was ausgeschlossen ist. 

Ausser den beiden ersten Transformationen (6.) möge jetzt eine 
Transformation 93P:—43p, vorkommen. Dann ergeben sich die Glei- 
chungen: 

 & Kae pa tPPpatY Ya; 2 = pa tApat Up, 


aus denen unmittelbar die einfacheren folgen: 

KL Ys=b Pate Pa) a pn =pP (st+tg Pa 

(7.) \aya=b Yıte pa Aa pa=p Yatg Pu 

ap. = b"ont+c" pa) a ps, = P'pn+g Ya, 

wo die a, a’, a' nicht verschwinden und deshalb gleich Eins gesetzt werden 
können. Setzt man die Werthe aus den ersten Gleichungen in die dritte 
Gleichung links und in die zweite Gleichung rechts, so würden sich alle 
sechs Functionen durch %, und 9; darstellen lassen, wenn nicht ec’ und 
p' verschwinden. Diese Erwägung zeigt, dass c, c, c’ und p, p', p" ver- 
schwinden. In diesem Falle lassen sich die sechs Funetionen durch drei 





darstellen. 

Hiernach sind von den sechs linearen Ausdrücken 9 $ı» Prıs Pas 
(sis fi, höchstens drei von einander unabhängig, und zwar unter den beiden 
Bedingungen, dass 1) auch p,,r,— Y;,r, eine von pr, — pur, und yon —Yyur, 
unabhängige "Transformation ist, und dass 2) 9, und %,, sich nur durch 
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einen constanten Factor unterscheiden. Genügten aber nur ein einziges Mal 
zwei Functionen zur Darstellung der übrigen, so würde mit dem Punkte 
zugleich ein weiteres Gebilde in Ruhe bleiben, was ausgeschlossen ist. 


. ca . n(n—1 
Demnach ergeben sich schon für die unendlich nahen Punkte ia D ver- 


schiedene infinitesimale Bewegungen r,L,—r,L. Da der ruhende Punkt 


in n(n--1 ' 
wegen der Transitivität gerade » von den u gegebenen und von ein- 


ander unabhängigen infinitesimalen Transformationen unterworfen werden 
n(n-+-1) 


J 


kann, so enthält die Gruppe des hier betrachteten Raumes (riieder. 


nn 


- 


Erinnern wir uns aber, dass, wenn eine Gruppe eine Invariante zwischen 


den 2» Grössen z,. ... x, und &\. ... x, besitzt und alle Variabeln hierin 
' ’ He n(n+1 k 
wesentlich sind, die Zahl der Parameter gerade Kal) beträgt, und dass 


das Hinzukommen weiterer (davon unabhängiger) Invarianten die Zahl 
der Glieder erniedrigt, so ergeben sich folgende Sätze: 

Wenn bei der Ruhe eines Punktes jedes durch den ruhenden Punkt 
gehende Gebilde aus seiner Anfangslage heraus bewegt werden kann, so be- 


sitzt die Raumform u A Grade von Beweglichkeit. Alle Invarianten, welche 


_ 


zwischen einer beliebigen Anzahl von Punkten bestehen, lassen sich auf eine 
einzige zurückführen, in der nur die Coordinaten zweier Punkte vorkommen. 
Es ist nicht möglich, einen Körper so zu bewegen, dass ein Punkt in Ruhe 
bleibt und die sämmtlichen von demselben ausgehenden Richtungen in sich ver- 
schoben werden. 

Sollte nämlich letzteres möglich sein, so stelle man die Componenten 
einer derartigen unendlich kleinen Bewegung durch Potenzreihen nach 
(2 —2), -.. (@,—a,) dar, wo &,, ... z, den ruhenden Punkt bezeichnet; 
dann müssten bei allen Componenten die Glieder nullter und erster Potenz 


nicht vorkommen, oder es müsste mehr als ud 2 von einander unabhängige 
infinitesimale Transformationen geben. 

Aus dem vorigen Satze ziehen wir noch eine einfache und wichtige 
Folgerung. Wählen wir » Punkte r, r, €", .... 2”, so bestehen u.a. 


’ 


folgende Invarianten: 
Ka, 2), Ya, Ia,2”), ... Ja, a0) 


/ 


Halten wir den Punkt r’ in Ruhe. so verbleibt z auf einem (na—1)-dimen- 
’ \ 7 
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sionalen Gebilde; bei der Ruhe von =’ und x” muss x auf den beiden Ge- 
bilden J(z, 2) = a, J(xz, x") = a’ bleiben. Da diese aber bei beliebiger Lage 
von x und x kein (»—1)-dimensionales Gebilde gemeinschaftlich haben, so 
ist die Bewegung auf ein Gebilde von »—2 Dimensionen beschränkt. Indem 
wir dieselbe Betrachtung auf mehr Punkte übertragen, erhalten wir den Satz: 

In den eigentlichen Raumformen von n Dimensionen verbleibt bei der 
Ruhe eines Punktes jeder andere auf einem (n—1)-dimensionalen Gebilde, bei 
der Ruhe zweier Punkte auf einem Gebilde von n—2, bei der Ruhe dreier 
Punkte von n—5 Dimensionen u. s. w., und ist bei der Ruhe von n Punkten 
keine Bewegung möglich, wofern die gegenseitige Lage der Punkte nicht be- 
sonderen Bedingungen genügt. 

(sehen wir wieder zu den infinitesimalen Transformationen (3.) resp. 
(5.) zurück. Wir haben gesehen, dass wir denselben die symbolische Form 
L,r,—L,r, geben konnten, wo die L,, ... ZL, lineare homogene Functionen 
VON 2, ».. 2, Sind. Aus der Gleichung: 


(r,L,—r,L, ro, —r,;L) = k(r,L,—r,L,)+Kk(r,L,—r,L)+k"(r,L,—r,L) 


> OL, OL; . . u . “ ° . 
folgt: en -, oder die Z,, ... Z, sind die Differentialquotienten einer 
Ir Ry 
DK oK 
. OÖ . 
quadratischen Form nach z,, ... z,, und da Z, 3b eo. —() ist, so 
©yx ı 


muss K eine Function dieser Form sein und kann ihr geradezu gleichgesetzt 
werden. Daraus folgt der Satz: 

Wenn eine homogene lineare Gruppe von m Veränderlichen kein ebenes 
Gebilde in Ruhe lässt oder in sich verschiebt, so ist sie entweder transitiv, oder 
der Raum zerlegt sich in quadratische Gebilde, von denen jedes in sich be- 
wegt wird. 

Stellt man die quadratische Form K(z,,...2,) in der Form von n 
Quadraten dar, so müssen im vorliegenden Falle alle Quadrate dasselbe 
Zeichen haben; demnach ergiebt sich: 

Die Invariante J(z,,...7,, Tı,...%,), welche unter den gestellten Be- 
dingungen für die Coordinaten zweier Punkte besteht, geht für x, = x,+d, 
über in eine beständig positive Form von dx,, ... dı,, in welcher alle n Diffe- 
rentiale wesentlich sind, und deren Coefficienten noch die x,, ... x, enthalten 
können. 


: DEE) h a EN 
Die - N infinitesimalen Transformationen, durch welche diejenige 


Gruppe bestimmt wird, welche die Bewegung bei der Ruhe des Punktes x 
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angiebt, lassen sich so wählen, dass man für ı, z=]1,...n» setzen kann: 


X.f . (2, —2)Pp,— (2, —-2,)p +" 

wo noch höhere Potenzen von 2, —x,, ... 2,—xz, hinzukommen. Bildet 
man deren Combination, so muss sich die dadurch dargestellte Transfor- 
mation homogen linear durch die vorhandenen ausdrücken lassen. Da sich 
aber diese Ausdrücke bereits aus den linearen Gliedern ergeben, so folgt: 

In allen n-dimensionalen eigentlichen Kaumformen haben die Unter- 
gruppen, durch welche alle bei der Ruhe eines Punktes möglichen Bewegungen 
dargestellt werden, stets dieselbe Zusammensetzung. Man kann zu ihrer Be- 
n(n—1) 

> 


7 


stimmung infinitesimale Transformationen A,f für X,+X,=0 so 


— 


wählen, dass für ungleiche Marken ı, x, 4, u die Relationen bestehen: 


V 7 R Er r 7 \ h 
(X A) r Ä,; 9 (X, h v. 


u 


$ 11. 
Der Differentialausdruck zweiten (rrades. 

Wenn der Punkt x in Ruhe gehalten und um denselben eine Be- 
wegung ausgeführt wird, so bleibt eine quadratische Form Ia,dr, dx, un- 
geändert, wo die a, Functionen von z,, ... x, sind. Gelangt aber durch 
irgend eine starre Bewegung des haumes der Punkt z in einen Punkt «', 
so muss die Form Za,dr,dx, in die entsprechende Form Fa,,dx;d«‘, über- 
sehen. Diese Eigenschaft soll uns dazu führen, den Differentialausdruck 
genauer kennen zu lernen. Wir benutzen wieder eine unendlich kleine 
Bewegung und wählen als ihr Symbol 

10 O 
Alf» 25, Bi 
Damit hierdurch die quadratische Form nicht geändert wird, müssen 


. neon-+1 ER ue r 
die ” Gleichungen befriedigt sein: 


1.) = ( Or, 


: Ge) _ 0 
Ir, E= d,, N) ö - ’ 


( 
© 


In 


[a 
sTr4, 


wo, wie stets im Folgenden, die zu benutzenden Marken die Zahlen 1,...» 
bezeichnen und eine Summation auch stets auf diese Zahlen ausgedehnt 
werden soll. 

Die weitere Untersuchung bietet grosse Aehnlichkeit mit denen der 
Herren Christoffel und Lipschitz über Differentialausdrücke zweiten Grades; 
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namentlich ergeben sich die von diesen Herren benutzten Abkürzungen hier 
mit hervortretender Nothwendigkeit; für dieselben benutzen wir die Be- 
zeichnung des Herrn Christoffel. 

Die Gleichung (1.) wird nach x; differentürt und liefert dann: 





P3 ern *% Od; oO, -+ 04, > er day, O8, 
o \ or, or, > 270 Or; Or, 67 or, 


2£ 2 
Ha ed ta) = 0 
Da hier die partiellen Differentialquotienten von 5, sowohl nach x, 
und x, wie nach z, und x, vorkommen, so bilde man einmal die Gleiehung 
(1.) für « und A und differentiire nach &,, und dann für die Marken x und 
), und differentiire nach z,. Indem wir die beiden letzten dieser Gleichun- 
gen addiren und die erste subtrahiren, erhalten wir eine Gleichung, in 
welcher nur die zweite Ableitung von 5, nach x, und x, vorkommt. Um 
dieselbe bequem schreiben zu können, benutzen wir die Abkürzungen: 
2. 2[‘”] - FF 24 0a, _ Or 
A Ir, Oz; ’ 


woraus weiter folgt: 
3) =-62)+0. G)-B} 


Jetzt erhalten wir folgende Gleichung: 


[| N Oo 0% O8, fei 273 I’ E, 
(4.) z(: ® Fo’ nr, 5 +7 [8 + dr, F *|+a Go 3) = zei 


Or, 





Wir erinnern daran, dass in der quadratischen Form Sa,dx,dx, alle 
n Differentiale wesentlich sind, dass also die Determinante |a,|= A nicht 
identisch verschwindet. In dieser Determinante bezeichnen wir den Üoeffi- 
cienten von a, mit A,,, so dass die Gleichungen bestehen: 


0A, = A, =a,A., =(0) für ı$%. 


Hiernach können wir aus (4.) den Werth jedes zweiten Differential- 
quotienten von S, vermittelst der 5, und ihrer ersten Differentialquotienten 
ausdrücken. Mit Herrn Christoffel führen wir noch die Bezeichnung ein: 


(5.) >> ” Ay _ en 


e -_@ BR 


00. 


A 





und 


ersetzen in (4.) den Buchstaben A durch o, multiplieiren mit 
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summiren auch nach o; dann folgt: 


A er 
n9 oO r n N - 
6.) O’E, x(: Asa r 1 O8, joxl , O& Jon , 08, 4 A, 
(6. or,da, 00 N Or, or, Ye) Or, la) Or, ar 
Ich differentiire (4.) nach x, und erhalte eine Gleichung, in welcher 
ausser den &,, ihren ersten und zweiten Ableitungen noch 


m r O°’& 

(T.) 20, u x, 
vorkommt. Nun vertausche ich in (4.) die Marken 2 und « und differen- 
tiire dann nach «,. In der neuen Gleichung kommen die dritten Differen- 
tialquotienten nur in der Verbindung (7.) vor. Wenn die so gebildeten 
Gleichungen von einander subtrahirt werden, nimmt das Resultat unter An- 
wendung der Gleichungen (3.) die (Gestalt an: 


al) li 





. [er [°*] 
% 
£ ‚© E ®, - 
gr ° 0% /. - 
u, en N oe # en\ # ag 
0 b OL, OL u OL, OL, ( Zu ( L, 
„ fix „fen „[to „fen „fex E72 
Ar: © oO Fr ®, oO en A AWP: 
4 se ( pP e O8 ( h. l )- O8, | j. 4 
nn n 4 Fa u & ‘ „ Er nn e f = e a 
or, \ OLu OT, OT, OT, Or, OL, 02, OO, ) 


„[_ 8: ‘“] Orr Pr u [*] oO’ 8, fr 
-+ — r n\ BE en n m f « . ‘ ‘ — ), 
1 OT, OX, T OT, OLu T Or,0T, T 07,027, LF- 


wo in den vier letzten Summen der Summations-Buchstabe o dureh r er- 


N 


setzt worden ist. Diese Vertauschung ist angebracht, um einfacher die aus (6.) 





folgenden Werthe für die zweiten Differentialquotienten einsetzen zu können. 


# i- 


. . E} is» . ( I ( &) ( & OE, 
Greschieht das, so erhalten wir als Coefficienten von —*-, ., 
02, ’. O2.’ O8.’ Os 


Ausdrücke, welche ganz gleichmässig gebildet sind. Wir werden dadureh 
zu der bekannten Abkürzung geführt: 





2 17 „jew 
a he 1 I y As: ( 









































i sul]xR ı#| |Au 
8.) (u4zu) = — | _ 
( ) ( i ) Or, Or, I Pe; A 0 r 0 L . 
Ausserdem setzen wir für den Augenblick: 
„ [ex . “| 
n ‚© 2 2 5 ä 
Re. ( EM LA. \+2 u ( ul|aAl “| Au 
N Or, Or, OT, a A 0% 0 T 0 T | 
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und erhalten: 


u RN 3% TE 5 

2 (5, P,+ 5 (er) + (ozu)-+ ER gu) + an (429) 

RE 34 | rar Ze a 
J& 








yo Aor Pr 1-17] - ah ei 1) er) ® 
be OT, A is T .O “' 0 E; ro r — 0, 








Diese Gleichung ist einer bedeutenden Vereinfachung fähig, zu der 
wir auf folgendem Wege gelangen: 


Da Za, —- 


! A 


x, gleich Null; also besteht die Gleichung: 


=] oder 0 ist, wird der Differentialquotient nach jedem 


Fa, 
iR ne 
la, — + ——-———58&1) = 0. 
= | ee r A 0 &) 
Indem ich in der zweiten Summe deren Werth aus (1.) einsetze, folgt: 
Oo A 
nit A, OE O8, 
Die, — En I FE ee 
x( se > A " OR, or, 


er u Ds 
Hier ersetze ich die Marke : durch o, multiplieire mit ; und 


summire nach 0; wenn ich dann noch in der zweiten Summe den Summa- 
tionsbuchstaben 7 und in der dritten o durch o ersetze, erhalte ich folgende 
Gleichung: 


A Au 
( 10 ) E | - . Ayo O8 A; 0 Of ) 0 
. PA 7 N m - u er 
EN A « m, A 08, ) 


welche auch an sich dureh ihre Aehnlichkeit mit (1.) einiges Interesse be- 
anspruchen dürfte. 

Hier möge in den beiden letzten Summen der Buchstabe o durch o 
ersetzt, dann an Stelle von z und A neue Summationsbuchstaben eingeführt 


und mit 
PII-] 


multiplieirt werden; dadurch erhält in (9.) die nach 0, o, r gebildete Summe 
die Form: 
Ay: 


7 um pP [“]?*] 
re Org (GR LoAllr ): 


und die Gleichung (9.) nimmt folgende einfache Gestalt an: 
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[| of: Olıdau o& ' o£, 
>) B (4 A) + (ohzu) + 2 (102u) 
a1 ) 0 OL, OL, OT, 
2 NE . 
( 0 ” N y N 
— LKOUL)- (1420 | : 0), 
4 OT, ( wer Or, \ ws 


Diese Gleichung, welche aus (1.) dureh Entwicklung der Integrabili- 
tätsbedingungen erhalten ist, zeigt in ihrer äusseren Form grosse Aehnlich- 
keit mit einer Gleichung, welche aus mehreren Gleichungen (1.) dureh blosse 
Addition und Multiplication erhalten wird. Multiplieiren wir nämlich die 
Gleichung (1.) mit a,,, bilden dann die Gleichung (1.) für die Marken A 
und «, und multiplieiren mit a,, addiren diese Gleichungen und subtrahiren 
zwei ähnlich gebildete, so gelangen wir zu einer Gleichung, deren Aehn- 
lichkeit mit (11.) dann besonders deutlich hervortritt, wenn wir die Ab- 
kürzung einführen: 





(12.) ehzu] — 4,4 u, ul 
Dann wird die neue Gleichung: 
"„ Olıx 7. DE. 
x|8, Le “u + n. lokzu)+ a. lvozu| 
j . 0% oz, " OL; 
(13.) JE, E 
+. [edou]+ 2° [zo] | -(), 
OL, Ü u . 


Die Vergleichung der Gleichungen (11.) und (13.) legt die Vermuthung 
nahe, dass für je vier Marken die Gleichung besteht: 

(14.) (zu) = M.|uhzu, 
wo M eine Constante bezeichnet. Ehe wir dazu übergehen, die Berechti- 
gung dieser Vermuthung zu prüfen, erinnern wir an die Beziehungen, welche 
die Herren Christoffel und Lipschitz für die Ausdrücke (zu) aufgestellt 
haben. Diese werden durch die vier Gleichungen gegeben: 





oO 
(zu) = —(kızu), 
Hi (iizu) = —(ıkuz), 
D. 
rn (zu) = (zu), 
(ikzu)+(izui)+ (iz) = 0. 


Dieselben Beziehungen bestehen zwischen den durch (12.) definirten Grössen 
Azul. 

Wir beweisen zunächst die Richtigkeit der Gleichung (14.), indem 
wir die Ausdrücke (14zu) und [ızu] für denselben festgewählten Punkt all- 
gemeiner Lage bilden und zeigen, dass M sich nieht ändert, wenn man die 
I) % 








Killing, über die Grundlagen der Geomeirie. 


Marken ı, A, z, « durch irgend vier andere Marken ersetzt. Zu dem Ende 
gehen wir auf die Gleichung (11.) zurück und berücksichtigen, dass wir 


. “ oo n n—1 . Fr ° ” . . 
im vorigen Paragraphen für a ). von einander unabhängige infinitesimale 


Transformationen die Anfangsglieder der einzelnen Componenten kennen 
gelernt haben. Lassen wir den Punkt ©’ in Ruhe, bezeichnen die Werthe, 
welche die «a,, für diesen Punkt annehmen, mit a),, so entwickeln wir die 
Componenten $,, ... 5, nach Potenzen von &,— x, ... 2,—z). Eine Trans- 
formation X,,;f hat dann nur in den Componenten &, und £, Glieder ersten 
(Grades, und in allen andern nur solche zweiter und höherer Grade; wir 
erhalten: 


A 


S -- BY A (2,—E,) + IT 5; an Sa, (2,—2,)+ de 
P 0 


während bei einem von « und / verschiedenen 7 jedes 5, mit Gliedern 
zweiter Ordnung beginnt. Diese Werthe von &,,... $, setzen wir in die 
Gleichung (11.) und lassen dann z,= x; werden. Dadurch verschwindet 


£ 
773 


pr wird a; u.s. w. Zugleich haben wir auch in die Ausdrücke 
3 


jedes $,; 


L 


für (oAzu) u. s. w. den Werth &,= x, einzusetzen. Der erhaltene Werth 
gilt dann aber für jedes x’, und wir können somit die obere Marke weg- 
lassen. Dadurch gelangen wir zu der Gleichung: 
[| 9 (okzu)— a, (Phzu)+a;, (lezu)—a,, (zu) 
(16.) j | 
| -+a,, (ka) —a,,(ıkau) +a;,(ılza) —a,, (UP) = 0. 

Die vorstehende Gleichung wird keine Beziehung der (ı4xu) und a, 
angeben, wenn «=, oder wenn ı=4, oder wenn z=u ist. Für ı=z, 
«= u erhalten wir aus (6.): 

(16°) a; (akıl)—a,(Phih)+a;(d)—a,,(ıpı) = 0, 
und für =: 
(a, |(ekıu)+ (au) —a,|(Phu)+(APpu)] 
| +a,, (wu) —a,,(iBıu)+ a;,(iha)—a,, (ip) = 0. 

In der Gleichung (16.) beschränke ich mich zunächst auf drei ver- 
schiedene Marken, als welche ich 1, 2, 3 wähle. In (16) setze ich «=2, 
B=3,ı=2, 4A=1 und erhalte: 

(«.) a,(1212)—a,(1213)—a,(2321) = 0. 


Indem ich diese Gleichung mit a; und die aus ihr durch Vertauschung von 


(16°.) 








SEE LUG 
wuRg WA BE N 


LE 2 2 Sensoren 


ENT Tr 





TEEN A 
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2 und 3 sich ergebende mit a, multiplieire, erhalte ich: 
(B)  as[a,(1212)—a,(1313)]—a,.0,(2321)—a,a,(2331) = 0. 

In (16°.) setze ich ı=1,4=2, u=3, @e=2, #=3; dann erhalte 
ich eine Gleichung, aus der in Verbindung mit den durch Erhöhung der 
Marken erhaltenen unmittelbar folgt: 

4.,(2323)+a,(1213) = a,(3131)-+a;,, (2321) = ---. 

Hiernach kann ich aus (P.) die eckige Klammer wegschaffen und 

erhalte: 

(2321) = M[2321], (3132) = M[3132], 
und demnach auch (1213) = M[1213]|. Diese Werthe in («.) eingesetzt, 
folgen die entsprechenden Formeln für (1212), (2325), (3131). 

Hier ist aber nur bewiesen, dass M sich unter Beibehaltung der drei 
Marken 1, 2, 3 nicht ändert. Wendet man aber die obigen Gleichungen 
auf die Marken 1, 2, 4 an, so folgt unter anderm: | 

(1212) = M'[1212], (1414) = M'[1414|, 
also wenn nicht (1212) und [1212] beide verschwinden, M= M'. Dasselbe 
Resultat erhält man aber auch, wenn man die vier Marken «, 9, ı, 2 in 
(16°) in beliebiger Reihenfolge gleich 1, 2, 3, 4 setzt. Wollte man aber 
in (16.) die ı, 4, z, u=]1, 2, 3, 4 setzen, so gelangt man nicht zu neuen 
Resultaten. Wählt man aber etwa in (16°) e=1, =2, ı=3, 4=2, 
u=4, so folgt: 
(1234)+(1432) = M|1234]-+[1432])- 
Somit ist 
(Y.) (1234) = M[1234]+0Q, (1432) = M[1432]—Q. 
Nun ist nach (15.) 
(1234) — (1432) = (1234)-+ (1423) = — (1342); 
demnach 
(1342) = M[1342]—29, 
woraus entsprechend den Gleichungen (y.) folgt: 
(1243) = M[1243]-+20, 
während die erste Gleichung (y.) liefert: 
(1243) = M[1243]— 0, 


sodass O0 = (0 sein muss. 
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Wir haben jetzt nur noch zu zeigen, dass sich M auch bei Hinzu- 
nahme weiterer Marken nicht ändert. Diesen Nachweis übersieht man sehr 
leicht, und man erhält ganz allgemein: 

(zu) = M(x).|ızu). 
Multiplieirt man die Gleichung (13.) mit M(xz) und subtrahirt sie von (11.). 


so folgt: 
oM(x) 


t 0 


25 = 9, 


Hier darf man für S,, ... 5, die Componenten irgend einer in der Raum- 
form möglichen unendlich kleinen Bewegung setzen. Bestände also die 
vorstehende Gleichung für ein veränderliches M(x), so bliebe dies bei allen 
Transformationen der Gruppe invariant, und die Gruppe wäre intransitiv. 
Da das unmöglich ist, muss M eine blosse Constante sein. 

Da die Grössen a,;sa,5— a,5a,;, welche wir der Kürze wegen mit 
[@yPd] bezeichnet haben, nicht sämmtlich verschwinden können, so muss 
die Constante M endlich sein. Wir haben die drei Fälle zu unterscheiden, 
dass M gleich Null, positiv und negativ ist. Im Falle M= 0 verschwinden 
alle Ausdrücke (14x) identisch. Dann hat Herr Lipschitz nachgewiesen, 
dass sich die Form S&a,dx,de, in eine solehe mit eonstanten Coeffieienten 
verwandeln lässt. Wir können also die Coordinaten so wählen, dass die 
Form wird Fdr,. Soll diese Form bei der Transformation dr, = dt.F,(x) 
ungeändert bleiben, so muss sein: 


Zde,.dF, = Ze; de, = 0, 
i# OL, 
also 
öF,_ .n  6F  öR, 
GT Te 
woraus folgt: 
I WEPREBE.: ARE... TERRN 
0 0,0% N dx,0r, Ke 


Aus der letzteren Gleichung bilde man neue durch Vertauschung der Marken 


BER o’F; i i _. i 
(, z, 4, und dann folgt weh 0, so dass F, eine lineare Funetion mE tg 
ist mit der Bedingung m, +m,, =. 


n(n+1) 
2 


Dies führt zu den infinitesimalen Transformationen: 


2, sp. My, a el... 


Dass hierdurch die Euklidische Raumform bestimmt wird, ist bekannt. 
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. ” 1 ” r 
Wenn M positiv = 73 Ist, so kann man nach den Untersuchungen 
des Herrn Lipschitz den quadratischen Ausdruck auf die Form bringen: 


SL de? 
1 
1+ —ı- 22? 
” 4h“ “a 
Schon aus dieser Form ergeben sich sehr einfache Bewegungsgleichungen. 
Zu noch einfacheren gelangt man aber, wenn man 


2u, ki ae r | 
re. = Im, . k ut u, + Fu, = k 
oder umgekehrt 
4h’— Sr, Ihr, 


u 


U, = ur; a > \ u“ 
c 4K’+2&r} 4k?+-2r} 


setzt. Hierdurch geht der Difterentialausdruck über in A’dı + du) + --- + du). 


.. . . . N R 
Demnach können die unendlich kleinen Bewegungen, wenn man Feis g, 
. OU, 


setzt, symbolisch durch «,g,--u,q, und A’a,g,—u,q, dargestellt werden. Es 
sind dies die Raumformen constanter positiver Krümmung, welche ich (dieses 
Journal Bd. 86 8. 72 ft.) als die Riemannsche Raumform und deren Polar- 
form unterscheide. 

Ist M negativ, so lasse man 4° negativ sein; dann bleiben die Formeln 
ungeändert, und man gelangt zu der Lobatschewskyschen Raumform. 


$ 12. 
Direete Bestimmung der zugehörigen Gruppe. 

Zu den im vorigen Paragraphen vermittelst der Integrabilitäts- Be- 
dingungen gewonnenen Resultaten wollen wir jetzt versuchen. auf anderen 
Wegen zu gelangen. Um auf ein Beweisverfahren, welches hier angewandt 
werden könnte, wenigstens aufmerksam zu machen, fassen wir das haupt- 
sächlichste Ergebniss des $ 10 in die Worte: 

Jede eigentliche Raumform kann für jedes unendlich kleine Gebiet 
als eine Euklidische betrachtet werden. 

Von diesem Resultate ausgehend, kann man die ebenen und die 
Kugelgebilde rein geometrisch herleiten. Dadurch gelangt man für 
einen dreidimensionalen Raum zu allen jenen Sätzen, welche Euklid 
implicite oder explieite voraussetzt, mit Ausnahme des sogenannten 
elften Grundsatzes; und für einen mehrdimensionalen Raum wird das Er- 
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gebniss ganz ähnlich. Hiervon ausgehend kommt man zu den verschiedenen 
Arten des Raumes. 

Wir ziehen es jedoch vor, entsprechend dem in $ 10 verfolgten Wege 
auch ferner die Theorie der 'Transformationsgruppen anzuwenden. Dabei 
berücksichtigen wir vor allem das Resultat, dass die Gruppe derjenigen 


Bewegungen, welche bei der Ruhe eines Punktes möglich sind, durch 


sia—1) u ; ; i . 
\ > * infinitesimale Transformationen X,, f bestimmt wird, und dass zwischen 


diesen die Beziehungen bestehen: 

(1.) AA) Ari) = 0 
für ungleiche Werthe von ı, z%, A, u. Diese Gruppe ist für n=3, 5, 6, 
einfach; nur für a=4 kann sie durch blosse Zusammenstellung zweier ein- 
fachen Gruppen gebildet werden. Es fragt sich jetzt, wie die weiteren n 
Transformationen X,f, ... A,f, welche zur Bestimmung der Gruppe noch 
nothwendig sind, hinzugefügt werden müssen. Um diese Frage beantworten 
zu können, berücksichtigen wir, dass bei der Ruhe eines Punktes kein 
Gebilde in Ruhe verbleiben muss, dass also die Gruppe zu denjenigen ge- 
hört, welche Herr Lie als asystatisch bezeichnet. Darüber beweist er .den 
Satz (Transformations-Gruppen I. S. 520): 

Eine transitive Gruppe ist dann und nur dann asystatisch, wenn die 
einem Punkte von allgemeiner Lage zugeordnete Untergruppe in keiner 
srösseren Untergruppe (und ebensowenig in der Gruppe selbst) invariant ist. 

In unserem Falle darf also die Gruppe der X,, weder in der Gruppe 
aller Bewegungen des Raumes noch in einer Untergruppe von mehr als 
nn Gliedern eine invariante Untergruppe darstellen. Wie also auch 
die X,f gewählt werden, wofern sie nur unter einander und von den X, 
unabhängig sind, darf es nicht möglich sein, dass die Combination aller X, 
mit einigen der X, durch die X,, allein ausgedrückt werden könne. 

Hiermit stellen wir folgenden Satz zusammen: 

Wenn eine Gruppe nicht ihre eigene Haupt-Untergruppe ist und 
eine einfache oder halbeinfache Untergruppe @, besitzt, so enthält sie auch 
stets eine Untergruppe, deren Transformationen mit allen denen von @, ver- 
tauschbar sind. 


Wenn aber in unserem Falle die Haupt- Untergruppe weniger als 
n(n+1) 
5) 


= 


Parameter enthielte, so gäbe es in der Gruppe mindestens eine 





ME 


ee 
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Transformation, welche mit allen Transformationen der Gruppe A, ver- 
tauschbar wäre. Nimmt man diese zu den X, hinzu, so erhält man eine 
Untergruppe, in welcher die der A, invariant ist, was nach dem oben Ge- 
sagten ausgeschlossen ist. Daraus ergiebt sich, dass die Gruppe ihre eigene 
Haupt-Untergruppe sein muss. Da zudem keine Untergruppe vorkommen 
kann. welche mit allen Transformationen A, vertauschbar wäre, so bleiben 
nach den Untersuchungen über die Zusammensetzung der Gruppen nur drei 
Fälle: entweder ist die Gruppe selbst einfach (resp. für a = 3 halbeinfach), 
oder sie ist zusammengesetzt aus der Gruppe der A, und einer invarianten 
Untergruppe vom Range Null, oder die in ihr enthaltene einfache Unter- 


n(n— 1] nen R t ET 
[ 2 Glieder. Von diesen drei Fällen ist der 


gruppe enthält mehr als 


letzte auszuschliessen. Soll nämlich die nach der Vorschrift (1.) gebildete 
Untergruppe in einer einfachen Gruppe vorkommen, so muss die Zahl der 
hinzutretenden von einander unabhängigen Transformationen mindestens n 
betragen. (Wollte man aber sich mit einer halbeinfachen Gruppe begnügen, 
jedoch, wie hier nothwendig ist, verlangen, dass die Gruppe (1.) keine 
invariante Untergruppe ist, so müsste dieselbe Zahl erforderlich sein.) In 
den beiden ersten Fällen können die infinitesimalen Transformationen A,f 
so gewählt werden, dass (A,A,)= Ä, ist, und für die einfache (resp. für 
n = 3 die halbeinfache) Gruppe erhalten wir dann folgende Beziehungen: 
2) KLI-Kh KI)=0, KR)=- Kr, 
wo 4° eine positive oder negative Gonstante ist. Diese Gruppe kann offen- 
bar in folgender Weise in einem »-dimensionalen Raume dargestellt werden: 
man wähle »+1 Variabeln z,, &,, ... z, und setze zwischen ihnen die Be- 
ziehung fest: 
(3.) kKaontzit+- +2, = K. 

wo man annehmen darf, &,, ... x” nehmen von (0,0,...0) an alle Werth- 
systeme bis zu einer gewissen Grenze an und x, ändere sich stetig mit, 
wie es die Gleichung (3.) vorschreibt: zugleich setze man: 
T,P, 
fr 

Dann ist offenbar der Punkt (u, =1, u =, =--=-.r,=0) ein Punkt 
allgemeiner Lage; die zugehörige Untergruppe hat die angegebene Zu- 
sammensetzung; also ist jede Gruppe, welche den angegebenen Bedingungen 


o 
Journal für Mathematik Bd. CIX. Heft 3. 23 


(4.) Ä, en L,P«"T,P.> A, = up, 
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genügt, mit der vorstehenden ähnlich. Wir erhalten also nur zwei wesent- 
lich verschiedene Gruppen, jenachdem 4° positiv oder negativ ist, und 
gelangen wieder zu den Raumformen constanter positiver oder negativer 
Krümmung. 

Wenden wir ebenso die allgemeinen Sätze über die Gestaltung der 
Gruppen auf diejenigen an, welche aus der Gruppe (1.) und einer invarianten 
Untergruppe vom Range Null zusammengesetzt sind, so finden wir, dass die 
Transformationen der invarianten Untergruppe sämmtlich mit einander ver- 
tauschbar sind. Wählt man » beliebige unter ihnen zur Aufstellung des 
Coordinatensystems, so ergeben sich die infinitesimalen Transformationen in 
der Form: 

Al. Zen .:.. Au 
Weil diese aber eine invariante Untergruppe bestimmen, muss 


KR) = Zi 


Or, 


aus Pı: . . . P: 


dureh Multiplieation mit eonstanten Grössen und Addition erhalten werden; 
also kommen in den X,,f die x, ... z, nur linear vor. Soll jetzt die 
lineare Form Adx,,... dx,) lauter Quadrate enthalten, so sind die infini- 
tesimalen 'Transformationen 

(9.) 2, Br fr rel, ... 

Daraus folgen unmittelbar alle Eigenschaften der Euklidischen Geo- 
metrie. Somit erhalten wir den Satz: 

Es giebt nur drei verschiedene Gruppen, welche zu den eigentlichen 
Raumformen gehören. Dieselben müssen sämmtlich ihre eigenen Haupt-Unter- 
n(n-++-1) 

> 


gruppen sein. Zu ihrer Bestimmung benutze man infinitesimale Trans- 


formationen, und wähle dieselben so, dass immer ist: 
(!.2)= X, ,X)=0 (ZI )=-Xf 


At 


dazu kommen entweder 


/ r a 1 r . 
(A,A,) oe k? Auf 
wo k’ eine positive oder negative Constante ist, oder 
(4,4) =%0. 


Den Satz, dass die invariante Untergruppe vom Range Null, welche 
in einer zu einer eigentlichen Raumform gehörigen Gruppe vorkommen 
kann, lauter vertauschbare Transformationen enthält, kann man auf einen 


a0 
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Satz stützen, dem man unter Anwendung einer von mir eingeführten Be- 
zeichnung den Ausspruch geben kann: 

Wenn alle Nebenwurzeln durch eine einzige mitgefordert sind, so 
sind die Transformationen der invarianten Untergruppe mit einander ver- 
tauschbar. 

Aus diesem Matze folgt nämlich: 

Wenn die Y,f eine einfache Untergruppe, die Z,f die invariante Unter- 
gruppe vom Range Null bestimmen, und wenn man, ausgehend von einem 
Z,f, durch Combination mit allen Y,f jedesmal (wenigstens allmählich) zu 
allen Z,f gelangt, so sind alle 'Trransformationen der invarianten Unter- 
gruppe mit einander vertauschbar. 

In unserem Falle lasse man die X,,f derartig gewählt sein, dass der 
Nullpunkt in Ruhe bleibt. Indem wir von demselben aus » Riehtungen 
passend wählen, können wir für die A,,f die Form voraussetzen: 


A,f = 2Ppr7,Ppı+": 


wo in den weiteren Gliedern die p,, ... p, mit Funetionen zweiten und 


höheren Grades von z,, ... x, multiplieirt werden. Ebenso können wir 
annehmen, dass in jedem A,f als einziges Glied ohne x,, ... x, das p, vor- 


kommt. Daraus folgt: 

AA) = Kf+HlAofl, 
wo der Klammerausdruck eine lineare homogene Funetion der A,,f bezeich- 
nen soll. Dieser muss verschwinden, wenn die A,f, ... A,f als der inva- 
rianten Untergruppe angehörig vorausgesetzt werden. Somit gelangt man 
in der That, von einem beliebigen A,f ausgehend, durch die Operation 
(X,X,,) zu allen A,f. 

So überaus einfach die vorstehenden Beweise auch sind, haben sie 
doch den Nachtheil, dass sie manche Sätze voraussetzen, und noch dazu 
solche, welche erst durch ein tieferes Studium der Theorie der Transfor- 
mations- Gruppen gewonnen werden können. Es erscheint daher ange- 
messen, einen Beweis beizufügen, welcher nur die einfachsten Prineipien 
dieser "Theorie, nämlich die Formeln (1.)—(4.) in $ 9 voraussetzt. 

Zu dem Ende gehen wir wieder von derjenigen Darstellung der 


BE. i r ee: 
kn. En infinitesimalen Transformationen aus, welche wir oben als möglich 


angegeben haben; es ist das die Form: 
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| Af- P+Zhor,pot"; 
0, 


(6,) 
| Auf — EP T,Pp. + ho L,LoPp: +... 


Daraus ergeben sich für die ARE VA RR die Formeln: 


Bu | ( A, Fe xt Sl, 00 Fun 
(4) 
| (X, A.) = Er Sen 00 I, > 
nebst den oben hergeleiteten (A,A,)= A. In (7), wie auch stets im 


Folgenden, erstreckt sich die Summation nach eo, o nur auf die verschie- 
denen Combinationen aus je zwei ungleichen Marken der Reihe 1, ....n. 
Jetzt fügen wir zu jedem A,/f einen linearen Ausdruck der A,, hinzu, 
nämlich: 
Sm‘, 


00 “00 9 
(00) in ” 


und wir wollen zeigen, dass die # dr ‚) Coeffieienten m, 80 gewählt werden 


können, dass die Gleichungen bestehen: 


8) x ‚Mio X, Au) = A, KL MA ,0; 
e |(X.- B= = mA 00, Au) = 
Nun ist 
(X,- EM Ayo, A.) = A,t Ciao A so (m Amy Ar), 


wo die Summation nach 7 nur über die von ı und z verschiedenen Marken 
auszuführen ist. HKbenso ist: 


(A, +2m,1,.,X,) = S Ci X. t&(m,, A, mir Ayr) 


. (00) 
wo jetzt « von z und A verschieden sein muss. 
Daraus ergeben sich für die e folgende Bedingungen: 
A L Bu 
(9.) ned 8 =), = U) 


x x).uv Gh 


und zur Bestimmung der » die Gleichungen: 


ı t 


m. = Cr Mu —6 


Xu xAru 


a: 
Mm), u zım Coxiu: 


ı - 
1x.04.9 


m, m, = —6 


7, iX.a)® 


f ' SR 
mm = € 


Indem wir zunächst die Ausdrücke für ein m‘, mit einander vergleichen, 


ergeben sich für die e die weiteren Bedingungen: 


y » — — ). er EB 
(10.) CH. er C, aa ii; EPR an) Fe + Cru 7 v. 


Dazu kommen infolge der Ausdrücke für ein m;, die Beziehungen: 





N, 


Bee cn 2.2. 2 we 
ke D 
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’ > x 7 - ar B% 
(11 ) (Ex. _ CH u,xl> Cru Por + 6,.1% ==), e, PR +0 @.; — A), 
Ce | e M — ec“ .— ce 2 
X U,t iu xV,,V uu,aA Vi.Xh* 


Dass diese Beziehungen sämmtlich bestehen, kann man sehr leicht 
aus der Gleichung (4.) $ 9 (der Jacobischen Identität) folgern. Wir bilden 
dieselbe zunächst für A, A,,, A,,, wodurch wir die Gleichung erhalten: 


(X, KA) (AA) (A, A.) AX,.) — (), 
Indem wir hierin die Werthe (7.) einsetzen, erhalten wir: 


(X, A,)—-(A,X.) = 6 Au—6 X 1 Ca Al Cox A 


iu) ET X 


+ (Ca A. +6&.,X. —c 


xı IX.AL “1m 


wo die Summation nach 7 sich nur über die von ı, z, 4, verschiedenen 


Marken erstreckt. Daraus ergeben sich folgende Gleichungen: 





f „ti Et Zu Zu Eh N io n; 
Cox Tt Oinıx Ci 7 0, Ca TtCtaaTt Ga > V, 
ON „6 ze | pX La ee „it Era 
(12.) C x.ıx Cru j Cru I Coixi ur , C.r.uv =«k xh,.UV 3 
1, x ) IIEN q u „ti | pt 3 ,* 
Cru Orr — Cr.xu er V, Cx.iu T Orr I Clxu Ci.xu V. 


Ebenso bilde man die Gleichung (4.) $ 9 für X, A,, A,. und erhält daraus: 


ee : 0), 


AU.UN 


€ 


Au,dr ıX,uv > ın,iv 


ee u. 86 


Aut,ıı“ Lu,Au 
Will man nicht aus den gebildeten Relationen die Beziehungen: 


c —=(), ce — te 


XU,VO ’ KUH Au,ıd 


herleiten, so kann man sie aus der für X, X,,, X 
unmittelbar hinschreiben. 


Hiermit sind die meisten der durch die Gleichungen (9.), (10.). (11. 


‚» Ay, A,. gebildeten Identität 


geforderten Beziehungen direct bewiesen. Nur einige wenige bedürfen noch 
einer kurzen Herleitung. Vergleicht man mit der ersten Gleichung (12.) 
diejenige, welche aus ihr durch Vertauschung der Marken : und z hervor- 
geht, so folgt c;,., = c,.,, und ersetzt man das zweite Glied in dieser selben 
Gleichung durch c4,;,, so erhält man die zweite Gleichung (11.). Die 
letzte Gleichung (10.) wird durch blosse Aenderung der Marken aus der 
dritten Gleichung (12.) erhalten. (Auf kleine Aenderungen, welche die 
Herleitung für » = 3 erleidet, soll nur hingedeutet werden.) Damit ist der 
Nachweis erbracht, dass die m‘ 


00 


immer in der vorgeschriebenen Weise be- 
stimmt werden können (für n=3 noch so, dass eine Grösse unbestimmt 
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bleibt). Wir dürfen also voraussetzen, dass die Beziehungen bestehen: 
(X, X,x) _ A,f; (X,X,.) =. 


Jetzt bilde man die oft benutzte Gleichung (4.) $ 9 für X, X, X. 
so folgt, dass (X,X,) mit X,, vertauschbar ist, also ausser X, nur solche 
A;, A,, enthalten kann, wo 4, « von ı und z verschieden sind. Ebenso 
liefert (X,X,X,,) den Satz, dass (X,X,) auch mit X,, vertauschbar ist. 
Für » >4 folgt daraus (X,X,) = e,X,; für a=5 ergiebt sich: 


(X,X,) u. Ex A, +9,Ä;, 


aber dann dient die sogleich im Folgenden zu benutzende Itelation unter 
Anwendung der für die X, X, A, gebliebenen Unbestimmtheit dazu, die 
g, zum Verschwinden zu bringen. Für »=4 folgt zunächst: 


(X,X,) = 6x A, +9. Au; 


aber die folgende Untersuchung lässt g,, verschwinden. Endlich lehrt die 
Jacobische Identität für (X,X,X,,) oder die Gleichung: 


(X, X,) X) u (X, Ä,). 


dass in (X,X,)=cA,, der Üoefficient e von den Marken ı, z unabhängig 
| 
h’ 
setzen, und haben wiederum gefunden, dass betreffs der Zusammensetzung 


nur die angegebenen Fälle möglich sind. Dass wir aber für e=0 über- 


ETF 


ist. Wir können also wieder e entweder gleich Null oder gleich — 


en 


haupt nur eine einzige kaumform erhalten, ist bereits oben in sehr ein- 
facher Weise gezeigt. Wir haben also nur noch zu beweisen, dass auch 


für ein nieht verschwindendes e = — ; der Zusammensetzung, nach passen- 


der Wahl des Coordinatensystems, eine einzige Darstellung entspricht, 
welche für unendlich kleine Werthe von z,,...x, auf die Form (6.) hinaus- 
kommt. Da aber die Darstellung (6.) nur die unendlich kleinen Werthe 
VON 2iy... 2, als bestimmt voraussetzt, kommt es jetzt darauf an, die Fort- 
setzung so zu bestimmen, dass möglichst einfache Formeln entstehen. 
Hierzu eignet sich der in $ 7 angegebene Weg weniger; eine kleine Um- 
gestaltung desselben würde uns allerdings auch zum Ziele führen. In- 
dessen möchte ich auf einen anderen Weg aufmerksam machen, der mit ent- 
sprechenden Veränderungen auch sonst recht brauchbar ist. 





PERIOD 2220. 220 








Killing, über die Grundlagen der Geometrie. 183 


Die Darstellung (6.) zeigt, dass für unendlieh kleine Werthe der 
Variabeln das Gebilde z,—=0 für diejenige Untergruppe in sich verbleibt. 
welche dadurch erhalten wird, dass man in X,f, A,;f die Marken «, 7 
auf die a—1 Marken 1, 2, ... ı—1l, :+1,.... » mit Ausnahme von ı be- 
schränkt. Somit wird auch allgemein dureh diese Untergruppe ein Gebilde 
in sich bewegt, und wir setzen allgemein für die Punkte desselben x, = 0 
an. Mit diesem Gebilde wird aber eine Schaar weiterer in sich beweet., 
und es erscheint angemessen, für jedes einzelne unter ihnen den Werth 
x, constant sein zu lassen. Die »—1 derartig bestimmten Gebilde x, — 0. 
=, ... 2,ı=0, und somit auch ihre Schnittlinie werden durch die 
eingliedrige Untergruppe X,f in sich verschoben. Man benutze diese Be- 
wegung, um nach den in $ 7 getroffenen Festsetzungen jedem Punkte «diese: 


. . . r ® Y. 
Linie eine Zahl y, zuzuordnen. Dann setze man x, = ksin T und da 


derselbe Werth x, für alle Punkte des eben genannten Gebildes gilt, so 
kann man für alle Punkte in einer endlichen Umgebung des Nullpunktes 
r» Coordinaten festsetzen. Jetzt gilt für unendlich kleine Werthe die Dar- 
stellung (6.). Man übersieht aber auch sehr leicht, dass allgemein die Dar- 
stellung besteht: 

yr-ae- — er? 


Af=». P Ä 


Al» 2.9. — %,P,; 


und es wird nicht nothwendig sein, auf den Beweis näher einzugehen. 


$ 13. 

Die Raumformen von zwei Dimensionen. 
Bereits vor längerer Zeit hat Herr Zie sämmtliche Transformations- 
Gruppen für zwei Veränderliche angegeben (Mathem. Annalen Bd. XVD). 
Hierin hat man nur noch die Realität zu berücksichtigen, um leicht ent- 
scheiden zu können, welche Gruppen unserer letzten Voraussetzung ge- 
nügen. Später habe ich unabhängig davon (Programm 1884) die sämmt- 
lichen dreigliedrigen Gruppen aufgestellt, und da unsere Voraussetzung bei 
zwei Dimensionen offenbar drei Grade von Beweglichkeit liefert, würde es 
auch genügen, aus den verschiedenen so gefundenen Systemen die passen- 

den auszuwählen. Indessen ziehe ich eine direete Entwicklung vor. 
Die Bedingung, dass bei der Ruhe eines Punktes ein bewegter Punkt 
auf einer Linie verbleibt, genügt keineswegs, um auch nur eine eng be- 
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grenzte Klasse von Raumformen zu erhalten. Es kommt dies darauf hin- 
aus, eine Invariante zwischen zwei Punkten vorauszusetzen; wenn hierin 
aber nur eine Variable wesentlich ist, so bedarf es noch einer zweiten 
Invariante, und diese kann zwischen beliebig vielen Punkten angenommen 
werden. Nur wenn man die Linie als geschlossen voraussetzt, kommt 
man, wie Herr von Helmholtz bereits 1568 bewiesen hat, auf sehr wenige 
kaumformen. Da wir aber für eine grössere Zahl von Dimensionen einen 
anderen Weg eingeschlagen haben, müssen wir denselben auch hier 
verfolgen. 

Lassen wir einen Punkt in Ruhe, so wird die alsdann noch mögliche 
Bewegung durch eine eingliedrige Gruppe bestimmt. Dasselbe gilt dann 
auch für die unendlich nahen Punkte, und wir können für deren Aenderung 
unter Benutzung der in $ 10 angewandten Bezeichnung die infinitesimale 
Transformation voraussetzen Im,z,r, für ı,z=1,2. Hierbei bleiben zwei 
reelle oder imaginäre) oder eine einzige Linie in Deekung mit der An- 
fangslage. Da der letztere Fall nieht eintreten kann, so ist die Invariante: 

(M, dx, + M,dx,)’.(N, dx, +N,dx,)”, 

wo die beiden linearen Ausdrücke conjugirt complex sein müssen. Hier 
sind M, M,, N,, N, Functionen von x, und x,; wir können also entsprechend 
den Untersuchungen des $ 11 fragen, wann die vorliegende Form sich bei 
Transformationen nicht ändert. Diese Frage erledigt sich besonders ein- 
fach, wenn in « und /? der imaginäre Theil nicht verschwindet, worauf wir 
jedoch nieht näher eingehen. Dagegen ändert sich $ 11 nicht für e=P, 
wo man erhält a,de;+2a,dx,da,+a,dx;. Dann erleidet die Gl. (11.) $ 11 
keine Aenderung; und da die Gleichung (1212) = M(x).|1212] selbstver- 
ständlich ist, so folgt die Constanz von M(x) unmittelbar. 

Wenden wir jetzt die in $ 12 entwickelte Methode auf unseren Fall 
an, so können wir voraussetzen: 


1) Af=eptn, Kf=ptn, Kf= (entm)p+-zter)pt, 
woraus für die Zusammensetzung folgt: 
(X,X;,) = oN N + PA, (X) = KtaX,+yÄ,;, 
(KX&) = 1aA+9A:+0,Ä, 
Nun folgt aus der Gleichung (4.) $ 9: 
(2.) (YA A)+ao+P) AA) 20 (AN) = 0. 


ee EIEIRERITHTELIT ee 


ah rt Zei PR 
EEE 





a ER 


Pe x 


RR 


ER er 
u, 


HN ai er” 
EL 
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Da aber: 
(X,+2X, +48) = (A, A) +4X, Az) —2 (A, X,), 


so kann man bei nicht verschwindendem « diesen Ausdruck gleich Null 


c, & .— = 
Bu, Am ’ setzt. Aber auch für «= 0 
2a & 


- 


machen. wenn man 2 = 


kann man im letzten Ausdruck die Coeffieienten von A, und A, zum Ver- 
schwinden bringen. Ersetzt man dann A,+2zÄA; dureh A, A,+AA, dureh A, 
so müssen wegen der Unabhängigkeit von (A,A,) und (A,A,) auch 3 und 
y verschwinden. Somit erhalten wir die folgenden Möglichkeiten: 

(a.) Are — A (AA) = A, (Ad) = cl, 
wo c positiv oder negativ oder gleich Null ist: 

(b) (KL) = ak, —X, (X, = ad, + X, (KAA) = 0, 
wo « von Null verschieden sein soll. 

Zur Darstellung der Gruppe (a.) geht man wieder von der Form 

(1.) aus und gelangt zu solehen Raumformen, welche ganz den im vorigen 
Paragraphen gefundenen entsprechen. Dagegen zeigt die Kaumform (b. 
wesentlich andere Eigenschaften. Die unendlich kleinen 'Transformationen 
können wir darstellen durch 


A=p, =p, L = (an tm)p tan +ar;)p: 


Die allgemeinste endliche Bewegung ergiebt sich unter Anwendung dreier 
willkürlichen Grössen a, b, t aus den Gleichungen: 


x —a = e"|(r—a)cost—(y—b)sint) |, 


y—b = e"|(e—a)sint +(y—b)cost]. 


Bei der Drehung um einen Punkt bewegt sich jeder zweite in einer 
gewissen Spirale; dabei kehrt jede Richtung in die Anfangslage zurück. 
aber die einzelnen Punkte nehmen ihre Anfangslage nicht wieder an. 
Lassen wir einen einfach begrenzten T'heil dieses Raumes sich drehen um 
einen Punkt in seinem Innern und zwar eine volle Umdrehung (t= 27) 
ausführen, so wird der Raumtheil, welcher jetzt gedeckt wird, entweder den 
früheren als Theil in sich schliessen oder von dem früheren eingeschlossen. 
Durch unbegrenzte Fortsetzung dieser Bewegung kann ein beliebig ge- 
wählter Körper (wo dies Wort im Sinne unserer Grundsätze benutzt wird) 
dazu gebracht werden, einmal jeden beliebig gewählten (endlichen) Raum- 
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theil einzuschliessen und bei anderer Drehungsrichtung in einen beliebig 
kleinen, um den ruhenden Punkt gewählten Raumtheil ganz hineinzugelangen. 
Somit kann man dem Grundsatz VIII leicht einen Ausspruch geben, welcher 
diese Raumform ganz ausschliesst. Zu ihrer Darstellung kann man die 
sämmtlichen Geraden wählen, welche in einer dreifach ausgedehnten Lo- 
batschewskyschen haumform einer festen Richtung parallel sind, wofern 
festgesetzt wird, dass jede Drehung um eine Gerade der Schaar mit einer 
durch «& charakterisirten Verschiebung längs derselben Geraden ver- 
bunden ist. 








ie 








Die Trigonometrie in der absoluten Geometrie. 
(Von Herrn Max Simon in Strassburg i. E.) 


(Hierzu Firurentafel 1.) 


Boryai und Lobatschewsky haben die Trigonometrie mit Hülfe der 
Grenzfläche abgeleitet, doch lässt sich dieselbe rein planimetrisch ableiten 
wie folgt: 


un N 
Seien AB und A’B (Fig. 1) einander parallel, A und A’ wie B und 
B' entsprechende Punkte, verbunden dureh die Grenzbogen AA bezw. BB’, 
so sind die Paare A und A’, desgleichen B und B’ Paare von Gegenpunkten 
in Bezug auf die Axe des Streifens, folglich AB’ gleich AB. Es sei AB 
Er. 
oder AB’ gleich x, alsdann ist Grenzbogen AA: BB =e' =e’, wenn die 
Strecke und ihre Masszahl in Bezug auf %k 'stets gleich bezeichnet werden. 
[Gegen den Beweis dieser Grundrelation bei Bolyai (Frischauf) und Lo- 
batschewsky ist in dem Programm der städtischen Oberrealschule zu Coblenz 
1833 von Herrn Most ein begründeter Einwand erhoben. Der Beweis ist 
folgendermassen zu führen: Seien (Fig. 2) Bogen AB=a, COF=b, DE=e. 
Sei a gleich 2b, so ist, wenn M die Mitte von AB ist, AMGF= FCDE, 
und somit auch 5b=2ec, d.h. alle Grenzbogen in der Entfernung AJ oder 
JE gleich d stehen im Verhältniss 2. Sei a gleich 35, und AM gleich b, 
so gilt wieder dieselbe Congruenz, also auch 5b gleich 3e u. s. w., und so 
folgt aus der Congruenz aller Grenzkreise und ihrer Gleichförmigkeit der 
Satz: Concentrische Grenzbogen in gleichen Abständen stehen im gleichen 
Verhältniss.] 
Sind AA’ und BB’ (Fig. 1) hinlänglich klein, so gilt in den bei A 
und B' rechtwinkligen Dreiecken BAA’ und BB’A' der Sinussatz, und es ist: 
sin 2 AA 
sinz' BB' 
Das Verhältniss auf der rechten Seite ist von der Grösse des Winkels z 
24* 
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unabhängig, ebenso wie von der Bogenlänge; es liegt die Vermuthung 
nahe, dass es auch die linke sei. Wenn die beliebigen Bogen AA’ und 
BB um die unendlich Kleinen Grössen A’A" und B’B" wachsen, wobei z 


und z sich um & und &’ ändern, so ist: 


sine AA" sine’ B'B' 
sin(0+2) A"’B’ sin(90+z) AB" ' 
und da A'’B= AP", 
sine C08% AA” s 
= m ee’ 
sine’ cosz’ B'B' 
sin(s+) sins-+cos3sine R | sinz ö 
TR Ss nur = ed, ei ——— = 
sin(2 €) sinz + c0sz sin& sinz 


Da diese Bedingung für hinreichend kleine Bogen erfüllt ist, so ist allge- 
mein, wenn AA’ und BB’ beliebige concentrische Grenzbogen sind: 


sin AA' R 
(1.) ei Ar 


sin z' 
also: Das Verhältniss der Sinus der Wechselwinkel an Parallelstrahlen ist 
gleich dem der zugehörigen Grenzbogen. 
Sei (Fig. 3) ABC das bei A rechtwinklige Dreieck, man verdopple 
es durch AC gleich AC, und ziehe durch B die Parallelstrahlen zu 


AC und AC', es seien YBX und Y'BX. Winkel AÄBC werde mit 3° und 
YBC' mit 2° bezeichnet, der Parallelwinkel für die Distanz AB oder e mit 


d. Der Grenzbogen von B auf AC für die Axe AC treffe AC’ in D, und 
AD sei gleich ss Alsdann ist nach (1.), wenn die Winkel des Dreiecks 
ABC wie gewöhnlich «, ?, y genannt werden: 


sinye’* (s - ; ‚b= u) 
sinye', "+3 = 180-2ß, 
a —23 = 180-20,, 


sinz 


\ 


sinz” 


I 


also 


e’+e-t 


3 er — ee? 


oder 


cothypb 





“ nn ee 
e ® . y 
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0oty 


und ebenso 
cot Ö, 
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= cothype. Der Abkürzung halber mögen die hyper- 


bolischen Funetionen wie die goniometrischen bezeichnet werden; wenn die 


Functionszeichen sich auf die Masszahlen von Längen beziehen, so werde 
bemerkt, dass ein für alle Mal die hyperbolischen Funetionen gemeint sind. 


Dann lautet (2.) 
cotftgd, = cotb. 


Sei (Fig. 4) d der Parallelwinkel für die Distanz AB gleich x: BD 


wieder der Grenzbogen, DA wieder gleich s; alsdann ist nach ( 


sin(ö—A) 2 
sin ws i 

sin(ö—)) 

sin(ö+4) 


— 


und da « als Basiswinkel gleich d+2 ist, so ist 


wieder nach (1.), e”’ = sind, so ist 


sin(6—4) cot A I-+sin?o 
= = ——c oder = rn, 
sin(ö+4) sin ’d cotd 1—sin?d 
oder 
r | 1: A 
(a.) cotkcosd = - m + sind. 
S 


1 


2“ 


/ 


“ nnd da. 


Bezeichnet Ö, den Parallelwinkel für die „abgeleitete“ Distanz s, und r die 


abgeleitete Distanz von s, so ist 
sin(d;—u) 


= e*’’ = e*"sind 
sinA . 
sin (d, — PIEFEN sin} 
( - ) = e"sini; cotd, = ceotu-—e” — : 
sind; | sin u 
aber nach (2.) ist cotd, = cotutg.r, also 
_. sind COS U y. 
cotu(l—tgz) = ee’ ——; © = sin, 
sin COS% 
COS u ; | 
c82 = ——, undda u=4+d 
sinA ’ r0, 


COST = CotAcosd — sind 
und mit (a.) 


2. 2 
1 . 2 -. “8 2 
(3.) car = — ; sind = -——— = 
sind 1+e ie ie 
1 -+Htg > 


d \ \ 
tg; = e”* oder ceot. = e, (cotd=sinz; cosd = tgr) 
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welche Formel, wie bekannt, den Parallelwinkel als Funetion der Distanz 


a i Ä Ö ' 
giebt. Für die abgeleitete Distanz s folgt e® = cosz und tg = sind. 


Der Pythagoras. 
Formel (2.) giebt, wenn sie mit Formel (3.) eombinirt wird, sofort 
jeot? = cotbsine, 
(4'.) 
lcoty = cotesind. 


Fällt man im rechtwinkligen Dreieck ABC die Höhe AD und bezeichnet die 
Stiicke des rechten Winkels mit «, und «,, die entsprechenden Höhenabschnitte 
mit a, und a, und berücksichtigt, dass cot«,cot«, = 1 ist, so erhält man 


(4°,) tga,tga, = sin’h „0 = a4;), 
Wendet man die Formel (4'.) auf «, und ?, wie «, und y gleichzeitig an 
und multiplieirt die vier Gleichungen, so erhält man: 

cotPcotycote,cote, = C08A, C08a,C08’h 
und mit Benutzung von (4‘.) 


cotPeoty = c08beose = C0Sa, 608, + sina,sina, = COSa, 
also 


(4°,) cotPeoty = co8bcose = Cosa, 
den Pythagoras. 
Aus diesen Gleichungen folgt in bekannter Weise zunächst für das 
rechtwinklige Dreieck der Sinussatz 


EL 


ER 


sina  sindb sine 
sin« sind  siny ’ 
so wie die Formel Ei 
c08P = tgeecota, ferner tg’c = tgatga, (= aa), 


dann der Sinus- und Cosinussatz für alle Dreiecke, der Cosinussatz in der 
Form 
cosa = €08beosc— sinbsinccose. 

Da der Sinussatz bestehen bleibt, so behalten auch seine Folgerungen: 
Tangentialsatz, Menelaus, Ceva, anharmonisches Verhältniss, kurz alle so- 
genannten projectivischen Eigenschaften (Felix Klein) Gültigkeit; und ebenso 
wie die harmonische Theilung den Hauptgrund bietet, die Gerade in der ge- 
wöhnlichen Geometrie als im Unendlichen geschlossen zu betrachten, wer- 








TEN eg Ben se; i 
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den wir durch sie veranlasst, die Gerade der absoluten Geometrie als im 
Imaginären geschlossen anzusehen. 


Abstandslinie, Grenzbogen, Kreis. 

1) Wegen der Conformität der Axe einerseits und der Abstandslinie 
andererseits ist das Verhältniss eines Abstandsbogens zur zugehörigen Axen- 
strecke nur von dem Abstande x selbst abhängig. Nimmt man die Axen- 
strecke AD der Figur 5 unendlich klein, so ist das Element der Abstands- 
linie das von B auf CD gefällte Loth, und wenn man sich der grundlegen- 


2. : AD ‚ | 
den Eigenschaft der Parallelen erinnert, ZZ sin d, wo Ö den Parallel- 
winkel bezeichnet, also das gesuchte Verhältniss für beliebige Axenstrecke AD 
BC 
(1.) ap 7 057 


(in welcher Formel. wie wohl kaum bemerkt zu werden braueht. x für 
x 
T steht ). 


2) Für die Berechnung des Grenzbogens, für den x der Abstand 
der Axe aus einem Endpunkt vom anderen ist, bieten sich zwei Wege, der 
eine, Sehne BD durch x auszudrücken und durch fortgesetztes Halbiren 
die Grenzsehne gleich dem Bogenelement zu setzen, der andere durch In- 
tegration. Da der Grenzbogen auf der Axe senkrecht steht, so giebt der 
zweite Weg sofort (Fig. 6): 


dx dx Pe 
ern cos(W—5) sind’ RE a OO k’ 
er e b ; 
und da für e=0 auch 5b =0 ist, > b= sine, wodurch zugleich der 
s . ® . a . Ü s’c-+]1 2 
complieirte limes, der bei der ersten Methode auftritt (cos BB —— ), 


ausgewerthet ist. 
3) Da der Kreis auf dem Radius senkrecht steht, so giebt die zweite 
Methode hier direct (Fig. 7): 
db 
y r d PIE | 
BR TREE 
— = sin---2n oder Or = 2nsinr = 2ng, 


wenn g der Grenzbogen, dessen Axenabstand r ist, eine Beziehung, welche 
sich durch die Grenzmethode, da die Sehne des Quadranten cos’r ist, auch 
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wohl direet nachweisen liesse. Man kann auch ganz wie in der gewöhn- 
lichen Geometrie vom ein- und umgeschriebenen regulären »-Eck ausgehen. 
Wenn s, und o, die Seiten des ein- und umgeschriebenen regulären »-Ecks 
bedeuten, so ist 


5% . . st : 

sin Z- = sinr.sin  —-, i 
2 n ' ; 
O,„ . u 

tg e“ sınr.ig —-; 


wird » hinlänglieh gross, so ist 


oO 


De A Bi: a ı 
E To ve, Ve 
und folglich 
K = 2nsinr. 


Flächenmessung. 


« ® ® r ® .. ® k “ . 

Sei » eine Zahl, hinlänglich gross, so dass on verschwindend klein 
() 

k' - k 

und tg =e'e 1, d.h. also ein Streifen von der Breite = als Streifen 

der gewöhnlichen Geometrie angesehen werden kann; alsdann gelten für 

diesen Streifen die Sätze der gewöhnlichen Geometrie, es giebt Rechtecke, 


ü ö B.', i 
(Juadrate ete. Das Quadrat mit der Seite „Ist als « das Mass für die 





Flächenelemente, nu kann nicht*) als Rechteck mit der Seite k und \ an- 
gesehen werden, es sei o, und dient als Mass für die Flächen, welche in 
einer Richtung endliche Ausdehnung haben; »g, welches dem Quadrat mit 
der Seite k der gewöhnlichen Geometrie entsprechen würde, sei als F das 
Mass für endliche Flächen. 

1) Fläche des Abstandsrechtecks.. Denke ich mir den Abstand x 
wie die Axe a in » gleiche Theile getheilt, welche Theilung geometrisch 
durehführbar, sobald » von der Form 2°, so erhalte ich für den Inhalt des 


p“" Streifens o zwischen zwei Abstandslinien in den Abständen (p-—1) - - 


zT 
und p 


n 


RE ;. a 
Pe: (5:5) (een Fk): EHE 


*) Die Bemerkung Lobatschewskys, dieses Journ. Bd. 17 S. 302, ist nur für Differentiale 
2. Ordnung der Flächen giltig, wie in einer folgenden Abhandlung näher ausgeführt wird. 
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J z ar! r r a e ’ | e f} 
= .— 3.008 R, : i | 
0 k k  ? n k k h r r 
nk; ni; 4 
e Rn RE TO Ve | 
= N S a also e = sin u 3. . = ASINT. 
0 h k F k I 


wenn die (Grössen und ihre Masszahlen wieder gleich bezeichnet werden. 
2) Das Maximaldreieck. Sei Fig. I das halbe Maximaldreieck. Ich 

denke mir zu beliebigen Abseissen z,, z,. ... die Ordinaten 9. Y. -.. bis 

an die Asymptote, so zerlegt sich die Fläche des halben Maximaldreiecks 


in Theile. Wir betrachten den p'” Theil s,. Weil die y fortwährend 


. . $, . / ur oe 
fallen, so liegt F oder s, zwischen (z,—x,_,)siny, und (2,—r,_,)siny 


/ 


und es wird ein 7, geben, so dass genau s, = (2,—ı,_,)sinn,. Es ist abeı 
sinn, = (e”?—1)”, wo £, zwischen z,_, und x,. Sei sin,,=w7', so ist 


Es ist 25, = log(w;+1) und 2r, = log(e,+1 
Lässt man die Punkte x, x, immer dichter auf einander tolgen, so 


l-+a’ a’—b‘ 
wird w, nahezu =e,, und da log Frszm log (1 Ben: ). so geht 2,—r 


über in 


,(0,—%,-1)(%,+t,-ı).., 8 u. | 9+9-ı 9-2, 
eo -+1 DE | 2 w, oe _, +1 
8, Yy—%-: | 7: 
Ba ‚ wo es erlaubt ist. statt ©, jeden Zwischenwerth zwischen 
“ 
v, und ®,_, zu setzen, also auch ®;_,=rv,_,r. Man setze ® tangr,, als- 
p } l l l ET } { 

. S,, > . . 
dann ist F = tg(r,—v,_,) Da o,=0, so müssen die Bogen alle zwischen 
0 und -,. genommen werden, da dann die Bogen mit © beständig wachsen. 

J . we f > ll 
F Ig \ Ber 2 0) —EE io) $; ) 1 Peer [go \J } — ) } | 


und da für hinlänglich kleine Differenz die Tangente gleich dem areus ist: 
= v, = arctgo,, 


also das Flächenstück zwischen den Schenkeln des rechten Winkels und 


i ul s e J Te 
einer beliebigen Abseisse gleich y, und wem 2@=x, 7 und das 


.) 
Mazximaldreieck M = Fn. 
3) Ein beliebiges Dreieck mit den Winkeln «, 7, y und dem Excess 
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180—(«+ß+y) = e verhält sich zu M wie e:180, also für das Dreieck 


| ua nd ıy 
ie Fa(1- 180180 180 7° 


d.h. also J= F(n—(@e+P+y)), wo «, , y die Arcus der Winkel «, 5, y be- 
zeichnen, also J= Fe. 

4) Sei DB (Fig. Il.) ein Grenzbogen, es soll die Fläche ABD aus- 
gewerthet werden. Zwischen Abseisse x und Ordinate y besteht die Glei- 


r 


chung e’= ecosy. Es ist wieder 


(2,— 2,-ı) sin N 
F k ' u 
da y mit x fortwährend wächst. 
S, [RE 
4 —— » >p 
F —n (2,— u ,)° e —1. 


Ps 


Setzt man die Wurzel=w,, so erhält man wieder wie vorher durch Um- 


formung von 2,—r,_.: 


pP “p 
(1) 3 tr,-)u , ii (%—%-ı)W) 
+1 Ba +1 


s = 
da w, als Mittelwerth wieder erlaubt ist. 
I, J= v,—aretgo,, 


a BER FURE N iL ’ 
J = siny—aretgsiny = sny—( 5, u # 


J 
F 
und dem Grenzbogen, d. h. also der Grenzsector s=siny, wo y die halbe 


—= siny— Dreieck ABZ und folglich die Fläche zwischen den beiden Axen 


Sehne des doppelten Bogens, und da siny der Grenzbogen, so sind Grenz- 
sector und -Grenzbogen der Masszahl nach gleich. 

5) Kreis, (Fig. III.) a) Segment zwischen den Abseissen «a und 5 und 
den Ordinaten A und B. Es ist cosr = cosrcosy, und da wieder x von a bis 
b wächst, y von A bis B beständig fällt, so ist wieder s, = (2,—x,_,)$inn,, 

„ ‚ulgalunla A Veos’r—cos”&, f 


y vr. y cos E 


Sei cosr = ec und werde cos’r—cos’z = Fsin’z gesetzt, 


sin& 
» -—- f » a \ sp 
5 4A p T,—ı) 


cos&, ? 
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Es ist: 


co8°z,— cos’ z,_, = Sin(z,+z,_,)sin(e,—r,-,) = flt,;: t,_ı) 
use % \ 
= 2sin$,cos$,(2,—Z,_1); 
s = f VE Iy-ı)%, . _ —- Tu(h, I, Ch, I, (1 > c’)(1+r;) 
is A ++) 
» r(1—c’)(t,—t,-ı) _ k-h-) _ Abb-ı) 
; (ce +1 )K,-ı+1) p+] + 
» = arcetgt,—arctgi, —earctg E + earctg B 


! 
Ist a=0, so ist S=aretgt,—caretg _ ; und ist b=r, so ist 
C 


7ı 7I M 
Ss = >(e-1) = „ (cosr-1) 


. . r . v . ) r 
und folglich der Kreis K = 4nsin’ , 


b) Der Sector. (Fig. IV.) Habe der CGentriwinkel zur Ebene das 
Verhältniss 2, so ist, da der Kreisbogen = A2nsine, 


s, = 42nsine,_,.(r,—r,-.), 

s, = 42n2sin 27% - sin Ynrtr IE 

s, = h2n2(sin’r, —sinr,_ı); 
Seetor = A4nsin’ . 


oder wenn man den Bogen o einführt, 


r 


Sector = otg 5° 


“in anderes Verfahren, welches dem in der gewöhnlichen Planimetrie 
üblichen entspricht, besteht darin, dem Sector » congruente gleichschenk- 
lige Dreiecke einzuschreiben, deren Spitze der Mittelpunkt ist, und jedes 
dieser Dreiecke als das doppelte des rechtwinkligen anzusehen, und » über 
jedes Mass wachsen zu lassen. Aus der Formel für das rechtwinklige 
Dreieck leitet man ohne Mühe, wenn die eine Kathete unendlich klein ist, 
die Formel ab: 


tg(d+y) = eotecot und damit tg(5 -(ß+7)) = tgetg-. ’ 


also für die 2»"” Theile des Seetors. wenn e den Excess bedeutet: 


% 


2» 
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. f 7 . . . . 
und somit der Sector = otg Die erste Methode ist vorzuziehen, sie 


2 


bildet ein Beispiel für die Zweekmässigkeit der Riemannschen Definition 
des bestimmten Integrales *). 


Projeetivität. h 

Die harmonische 'Theilung liefert Veranlassung zu einigen Bemer- 
kungen. Da der Sinussatz und damit der grundlegende Satz: „Jedes Punkt- 
system ist Träger doppelt unzählig vieler Strahlensysteme und umgekehrt“ 
erhalten bleibt, da ferner die Eindeutigkeit des vierten harmonischen Punktes 
in Folge der imaginären Periode des hyperbolischen Sinus bestehen bleibt, 
so gelten neben den Sätzen des Menelaos, Ceva etc. auch die Sätze vom 
vollständigen Vierseit und Viereek und damit das gesammte Satzgebiet, Pol 
und Polare ete., und vor allem bleibt «die synthetische Definition der Kegel- 
schnitte als Ort der Schnitte zweier projeetivischen Strahlbüschel erhalten; 
aber es ist nicht uninteressant, dass auch der Gang des elementaren Unter- 
richts, wie er sich im Anschluss an Steiners „Geometrische Construetionen etc.“ 
entwickelt hat, fast völlig intaet bleibt; namentlich bleiben die Kreissätze 
und Uonstructionen in allen vier Geometrien völlig gleich. Die erste Uon- 
struction, welehe auf dem Satz beruht: Wird zwischen einem Dreistrahl eine 





Streeke gehälftet, so wird es auch jede ihr parallele, ändert sich nur inso- 
fern, als an die Stelle der Parallelen Senkrechte auf denselben vom Scheitel 
des Büschels ausgehenden Geraden treten (Mitsenkrechte), Gegeben AC, 
errichte in A und © Lothe auf AC gleich lang nach beiden Seiten, — A und 
h, —., verbinde ihre gleich und ihre wechselseitig liegenden Endpunkte, 
schneiden AC in x und y, so ist AC in x und y harmonisch getheilt. 

[sin Ar:sinOx = tgh:tgh, und sinAy:sinCy = tgh:tgh,]. 
Hierbei lassen sich wie sonst zwei Linien und ein Loth sparen. 

Die Umformung der Grundrelation, welche, wenn man die Mitte von 
AC mit M, die Länge von AC mit 2s, und Hr und My mit x und y be- 


*) Die zweckmässige Form für das Raumelement ist d’V = dsdldgeoslisin!, welche 
z. B. für den Cylinder ergiebt zlogcosr, d.h. z mal der abgeleiteten Distanz: für das 
| 


( \k 
(1) k® ; 


vollständige Maximalprisma ergiebt sich 


lv: 
2 








EEE 
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zeichnet, s® = xy lautet, geht über in tg’s=tgrtgy, woraus erhellt, dass 
die zweite Construction — Ziehen der Tangenten von y an den Kreis. dessen 
Durchmesser AC, und Bestimmung von z als Schnitt der Axe und der Be- 
rührungssehne — sich gar nicht ändert (wenn s Kathete, y Hypotenuse, 
x der s anliegende Höhenabschnitt desselben rechtwinkligen Dreiecks, so 
ist tg’s=tgxtgy). (Für den endlichen Raum gilt dieselbe Construction, nur 
bezeichnet tg die betreffende Kreisfunction.) Ebenso bleibt die Construetion 
mittelst der gemeinschaftlichen Tangenten in allen Geometrien, denn in allen 
theilen die gemeinschaftlichen inneren und äusseren Tangenten die Uentrale 
harmonisch im (Sinus) Verhältniss der Radien. Mit dem Potenzsatz, der die 
Form annimmt: „Das Produet aus den Tangenten (hyperbolisch im absoluten. 
eyklisch im endlichen Raume) der halben Abschnitte sich im selben Punkt 
schneidender Sehnen ist constant“, bleiben die Sätze des Apollonins. Die 
Linearconstruction des vierten harmonischen Punktes oder Strahls beharrt mi 
dem Satz vom vollständigen Vierseit unangetastet in allen Raumformen und da 
mit auch schliesslich die ganze Lehre von Pol und Polare. Auffallend ist, dass 
der Satz gültig bleibt: Die Verbindungslinien der Kreispunkte, entweder über 
Kreuz oder gleichliegend, zweier vom selben Punkt y symmetrisch zur Axe 
gezogenen Sehnen schneiden sich auf der Axe in dem zu y eonjugirten vierten 
Punkte, d. h. die Bogen bleiben gleich, während die Peripheriewinkel ver- 
schieden sind. Die Discussion der Gleichung s’ = xy gehört eigentlich voı 
die Lehre von Pol und Polare; hier treten in der absoluten Geometrie dem 
einen ausgezeichneten Punkte M, dem Mittelpunkte von AC, noch die ent- 
sprechenden der beiden unendlich fernen zur Seite, die „Parallelpunkte“. 
Zunächst liegen wieder x und y an derselben Seite von M: bewegt sich y 
von C nach rechts, so geht z von € nach links, nach M zu, ist y im Un- 
endlichen rechts, so ist z rechts von M im rechten Parallelpunkte @, bestimmt 
dureh die Gleichung tgg =tg's. Auf diese Beziehung, oder auf die noch 
merkwürdigere sin A@:sinC@G = e”, also gleich dem zur Strecke AU gehörigen 
Grundverhältniss der absoluten (Geometrie, lässt sich eine zweite Parallelen- 
construction gründen, wenn die Parallelendistanz 4 zu 45" gegeben ist. 

Ist (Fig. 9) AM gleich s, AE senkrecht AM gleich A, so ist 
tg AEM = tgs, wird in E an AE der Winkel von 45° angelegt und durch M die 
Abstandslinie für AE gezogen, welche den freien Schenkel in N trifft, ist NP 
senkrecht AE, also gleich AM, so ist sinEP gleich tgs und schliesslich, 
wenn PN EM in Q schneidet, PQ gleich g. Oder: Ziehe von A.und Ü die 
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nach rechts concentrischen beliebigen Grenzbogen AD und CF, fälle von AD 
und CF die Lothe r und o auf AC, schlage um A mit r und um € mit % 
Kreise, so trifft die gemeinsame innere Tangente AC im Parallelpunkt g. 
is mag bemerkt werden, dass, wenn F' der Gegenpunkt von F für AC ist 
und DF die Axe in S schneidet, auch DS: FS=e” ist. Aus der zuerst 
angegebenen Uonstruetion folgt, wenn h mit d und A, mit y bezeichnet wird, 
ohne alle Rechnung die Gleichung der Parallelen im Abstand d in ge- 
wöhnlichen Coordinaten sinA@:sinC@G =tgd:tgy= e’ oder tgy=tgde”. 
Die Paralleleneonstruction ist identisch mit der Aufgabe, eine gegebene Strecke 
s in ihrem eigenen Grundverhältniss e' zu theilen. Bewegt sich x von @ 
weiter nach M, so wird y imaginär. Nichtschneidende müssen also als im 


Bu . . . T, . 
Imaginären schneidende angesehen werden. Ist x inM, soist y=zi. Die 


Nothwendigkeit, für M keine Ausnahme eintreten zu lassen, ist in der Eukli- 
dischen Geometrie der Hauptgrund, die Gerade als im Unendlichen geschlossen 
anzusehen und den unendlich fernen Punkt als den Schnitt aller Parallelen zu 
betrachten. Hier tritt an seine Stelle der Punkt, welcher von M nach beiden 


u . Ri ' T. . \ . . bi ie . 
Seiten die Entfernung ,i hat, die Gerade ist im Imaginären geschlossen in 


diesem Punkte, in ihm schneiden sich alle zu AC Mitsenkrechten. Die 
(resammtlänge der Geraden ist daher ni und nicht 2ni, und die absolute Geo- 
metrie entspricht nicht der Riemannschen, sondern der Kleinschen Raumform. 
Die Angabe von Frischauf $ 79 ist dahin zu ergänzen, dass die Ab- 
standslinien auf beiden Seiten der Axe zusammen den Kreis mit Radius 


wor, i \ 
a-+ „ti bilden, und die Gerade als Grenzfall doppelt zu denken ist. 
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Ueber die eindeutigen Funetionen 
von zwei durch eine algebraische Gleichung ver- 
bundenen Veränderlichen. 


(Von Paul Günther”). 





I einer im 1. Bande der Acta Mathematica veröffentlichten Abhand- 
lung hat Herr Appell die zu einem algebraischen Gebilde (x, y) gehörenden 
eindeutigen Functionen (Fonetions uniformes d’un point analytique (x, y)) 
untersucht. Man kann diese Betrachtungen mit grösserer Leichtigkeit dureh- 
führen, wenn man sich einiger Hülfsmittel bedient, welche sich herleiten 
lassen aus den von Herrn Weierstrass in seinen Vorlesungen gegebenen 
algebraischen Grundlagen der Theorie der Abelschen Funetionen **). Es 
wird daselbst eine gewisse rationale Function des Paares (z, y) aufgestellt, 
aus welcher sich die Normalintegrale der drei Gattungen ableiten lassen: 
dieselbe wird weiterhin benutzt zur Herstellung einer eindeutigen transcen- 
denten Function des Paares. die nur eine Nullstelle, eine Unendlichkeits- 
stelle und, wenn o der Rang des Gebildes ist, o Unbestimmtheitsstellen 
besitzt; diese Function ist u. A. dadurch ausgezeichnet, dass sie eine merk- 
würdige Produetdarstellung der rationalen Funetionen des Paares (r, y 
liefert. Für die allgemeine T'heorie der eindeutigen Funetionen des Paares 
(z, y) erscheint es nun zweckmässig, eine Funetion ähnlicher Art wie «lie 

*) Der Verfasser, Dr. Paul Günther, Privatdocent an der hiesigen Universität. ist 
inzwischen (am 27. September 1591) seinen Freunden und der Wissenschaft durch «den 
Tod entrissen worden. Wir betrauern den so frühzeitigen Heimgang dieses jungen Mathe- 
matikers (derselbe ist am 2. April 1867 in Bernburg geboren). dessen schönes Talent, 
von welchem auch seine Beiträge für unsere Zeitschrift ein treflliches Zeugniss ablegen, 
die besten Hoffnungen für seine zukünftige wissenschaftliche Laufbahn erwecken konnte. 

F. 

**) Für die Citate aus diesen Vorlesungen vergl. man die Abhandlung des Herrn Hettner: 

Ueber diejenigen algebraischen Gleichungen u. s. w., Göttinger Nachr. 1880, S. 386 ft. 
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obige zu bilden. welehe aber nur eine Nullstelle und eine Unbestimmt- 
heitsstelle besitzt und daher den durch Herrn Weierstrass in die Theorie 
der eindeutigen Funetionen einer Veränderlichen eingeführten Primfunetionen 
entspricht. In der 'T'hat gelingt es leicht, eine solehe Function zu bilden, 
welche anscheinend auch in der eigentlichen 'T'heorie der Abelschen Fune- 
tionen die obenerwähnte Funetion zu ersetzen im Stande ist*). 


I. 

Wenn eine veränderliche Grösse z zu dem Paare (z,y), wo a, y 

durch eine irreduetible algebraische Gleichung vom Range o 

f(x, y) = 0 
verbunden sind, in der Beziehung steht, dass jedem Werthepaar (x, y) (mit 
Ausnahme einzelner) stets ein und nur ein bestimmter Werth von z ent- 
spricht, so heisst z eine eindeutige Function F(z, y) des Paares (r, y). 

In der Umgebung einer nichtsingulären Stelle (a, b) des algebraischen 
(sebildes können bekanntlich z und y auf unendlich viele Weisen durch 
ein Funetionenpaar 
: (2-a=t1%,( =, 

(1.) oder 

Fi ly-b=t.R.() y=y 

in der Art dargestellt werden, dass jedem Werthepaar (z,y) in hinläng- 
licher Nähe von (a,b) nur ein Werth von £ entspricht; die Gleiehungen 
(1.) stellen ein Element des algebraischen Gebildes dar. Dies gilt auch 
tür unendliche a oder b, wenn wir nach Herrn Weierstrass unter 2—a für 
a=%x oder y—b für b=x die Ausdrücke a bezw. verstehen. Für 
die singulären Stellen reieht doch stets eine endliche Anzahl von Functionen- 
paaren (1.) zur Darstellung ihrer Umgebung aus. 

Wenn nun ferner jedem dieser Elemente des Gebildes eine Ent- 
wiekelung von z= F(z,y) nach irgendwelchen ganzen Potenzen von £ ent- 
spricht, so nennen wir F(x,y) eine eindeutige analytische Function des 
Paares (x, y); nur Funetionen dieser Art werden hier betrachtet. 

Wir können die einzelnen Elemente des algebraischen (Gebildes da- 


*) Wie mir Herr Weierstrass nachträglich mittheilte, hat er eine Funetion dieser 
Art in Vorlesungen über Abelsche Functionen vor längerer Zeit einmal benutzt; in der 
Theorie der hyperelliptischen Funectionen ist eine solche noch neuerdings (Vorlesung vom 
Sommer 1887) aufgestellt worden. 
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durch zusammenfassen, dass wir uns x und y als Fuchssche Functionen 
oten hanges 

(2.) z=y(r), y=v(r) 
dargestellt denken und zwar, was stets möglich ist (vergl. @. Humbert, 
Application de la theorie des fonetions fuchsiennes A l’etude des courbes 
algebriques, Zioueilles Journal, Serie 4, T. II, 5. 260), in der Weise, dass 


jedem Werthepaar (z,y) i. A. nur ein innerhalb des Fundamentalpolygons 


liegender Werth von z entspricht. Dann wird z= F(r, y) eine eindeutige 
Funetion %(r) von r, die ebenso wie p(r), w(r) bei den Substitutionen der 
betreffenden Gruppe ungeändert bleibt, aber freilich, wenn F(x, y) nicht 
eine rationale Function des Paares (x, y) ist, wesentlich singuläre Stellen 
innerhalb des Fundamentalpolygons besitzen wird. Wir sagen, dass sich 
F(xz,y) in der Umgebung irgend einer Stelle des Gebildes regulär verhalte, 
oder dass diese Stelle für sie eine ausserwesentliche bezw. wesentliche sin- 
guläre Stelle sei, je nachdem sich y(r) in der Umgebung der entsprechen- 
den Stelle des Fundamentalpolygons regulär verhält (im Sinne der Defini- 
tion des Herrn Weierstrass, Abhandlungen aus der Funetionenlehre, S. 1) 
oder dort eine ausserwesentliche, bezw. wesentliche singuläre Stelle besitzt. 
So ergiebt sich auch leicht der Begriff der Ordnung des Null- oder Unend- 
lichwerdens an einer bestimmten Stelle des Gebildes. [Herr Appell hat auch 
die Bezeichnung „Residuum von F(z, y)* eingeführt für eine Grösse, von 
der man erkennt, dass sie übereinstimmt mit 
d da, 
[ren], 


wobei es gleichgültig ist, welche von den Darstellungen des betreffenden Ele- 
mentes gewählt wird; indessen empfiehlt sich diese Bezeichnung deshalb nicht, 
weil jene Grösse bei der Uebertragung vermittelst (2.) in das entsprechende 
kesiduum der Funetion y(r).p (Tr) — im Cauchyschen Sinn — übergeht). 
Es gilt nun zunächst der bekannte Satz: Jede eindeutige analytische 
Function des Paares (r,y), die keine wesentlichen singulären Stellen be- 
sitzt, ist eine rationale Funetion von (z,y) (Appell, a. a. 0. S. 115). 
Ferner besteht für eindeutige analytische Funetionen des Paares, die 
nur eine endliche Anzahl (wesentlicher oder ausserwesentlicher) singulärer 
Stellen besitzen, ein Satz, der dem Riemannschen 'T'heorem über die loga- 
rithmischen Coefficienten eines Abelschen Integrals entspricht und durch die 
Gleichung 
Journal für Mathematik Bd. CIX. Heft 3. 
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(8) {fr@,n“] -0 


A 
ausgedrückt werden kann (Appell, a. a. O. S. 116), wobei die Summe aus- 
zudehnen ist über alle Elemente des Gebildes, für welche die zugehörige 


. . dx : ” *. Tfsle 
Entwickelung von F(«,, y,.) — < negative Potenzen von £ enthält. Mit Hülfe 
der Darstellung (2.) können wir diesen Satz einfach daraus folgern, dass 
das Integral 


SaO.eOdr 
(erstreckt über die Begrenzung des Fundamentalpolygons) den Werth Null 
hat, wenn — was stets vorausgesetzt werden kann — auf dieser Begrenzung 
keine singulären Punkte von 4, % liegen (vgl. hierzu Humbert, a. a... 247). 


1. 


Bevor wir weiter gehen, stellen wir der Uebersichtlichkeit wegen 
diejenigen Entwickelungen aus den Vorlesungen des Herrn Weierstrass, 
welche wir im Folgenden zu benutzen haben, nach der oben angeführten 
Abhandlung des Herrn Hettner noch einmal kurz zusammen. 

Es giebt stets eine und nur eine rationale Funetion des Paares (z, y), 
die, wenn o der Rang des Gebildes ist, an o+1 beliebigen Stellen (a,, b,), -- -,; 
(a,, b,), (x, y') (von denen wir aber annehmen, dass sie nicht zu den singu- 
lären Stellen des Gebildes gehören) je unendlich erster Ordnung wird, und 


6-2 1 \ 
zwar an der Stelle (x, y) wie ge und welche ferner an einer weiteren 
beliebigen Stelle (a,, d,) verschwindet. Diese Function ist zugleich eine 
rationale Function des Paares («', y'); wir bezeichnen sie mit H(z, y; «', y'). 

[74 [74 
Bedeutet (z,, y,) das Functionenpaar für die Umgebung der Stelle (a,, b,) 
(= 1,...0), so ist 
174 [74 
R ' N ' ' 
(1.) H«., Yı; %, Yy) 1 Ho, y).+P, 
und hier sind die rationalen Funetionen H(x', y'). e linear unabhängige In- 
tegranden erster Gattung, welche dadurch ausgezeichnet sind, dass sie in 


der Umgebung jeder beliebigen Stelle (x, y) des Gebildes eine Entwiekelung 
von der Form 


dr 2 
(2.) H(«,, Ya ogr — She, Yaurıl"; (a=1,...0) 


besitzen, wo h(z,Y).u;ı eine rationale Function des Paares bezeichnet. 
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Setzt man 


u rn A 
(3.) H(z, y; ©, y). = -[HG, le re 


UA 


((x;, y;) bezeichnet das Funetionenpaar für die Umgebung von (=, y')), so 
können die Eigenschaften der so definirten rationalen Funetionen durch 
folgende Gleichungen ausgedrückt werden: 


l ER N / N 
= 1 +% FE), 


# 


! ' ' ' 
Ha,yı «,y'). 
(4.) Hz [7 i KE* ee 1 l Bar "m ım/r 

Ts Yıs T,Y Yu = —T.h(z, Yy)aurı tb), 
(» eo m ' — \/ 
H«,, Yıs IT, Y “ rn Bd), 


wenn (z,,y,) irgend ein beliebiges, nur nicht zu einer Stelle (a,,b,) oder 





zu (x',y') gehöriges Functionenpaar bedeutet. 


Wir bemerken ferner, dass die Eigenschaften von H(z,y: x,y'), als 


Funetion von (z',y) aufgefasst, durch die Gleichungen 





0 0 : Pi 2 z 
H(x, Y; T;, Y,) x vn | 4 Ba), 
‚” ‚ de, 
(5.) H(x, Y; %,, Yı) RT — ff" 7 pe (1), 
a de; N 
d D Yy ; 4, y.) di er + ws 


ausgedrückt werden, in denen (&,, y,) das Funectionenpaar für (a,, b,), (z,, Y,) 
dasjenige für (z,y), (xz;,y,) ein beliebiges anderes bedeutet. Daher kann 
H(xz,y; x,y) als Funetion von (x',y') nur unendlich werden, wenn 
(x, y) = (a, b,) oder = (x, y), oder x’ = einer der Verzweigungsstellen der 
algebraischen Function y’ von x’ wird; dasselbe gilt von den Hz, y: «,y )« 

Die Functionen H(z, y; x, y'), dienen zur Darstellung der rationalen 
Funetionen des Paares (x, y), die an gegebenen Stellen in vorgeschriebener 
Weise unendlich werden; soll z.B. eine solehe Funetion nur an einer 
Stelle (a,b) des Gebildes, und zwar von der Ordnung %, unendlich werden, 
so kann sie in der Form 


k 
(6.) Pa, y) = Grz&CH(e, y; a,b). 
dargestellt werden, wobei aber die €, den Bedingungen 
k 
(T.) 3C.h(a, b),; = 0 (a=1,...0) 
i=1 


genügen müssen, welche ausdrücken, dass ?(zx,y) nur dann an einer der 


26* 
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Stellen (a,, b,) unendlich wird, wenn diese mit (a,b) zusammenfällt; man 
erhält diese Relationen auch aus 


, dr, ° 
z|o(%, y,).H(z,, Yı)a di | =V (a=1..0). 
— 


Die Aufgabe, eine solehe Function zu bilden, ist hiernach nicht für be- 
liebige Zahlen k lösbar. Herr Weierstrass hat in seinen Vorlesungen ge- 
zeigt, dass zu jeder beliebigen Stelle (a,b) des Gebildes immer eine Reihe 
von genau go Zahlen &,,...%, gehört, für welche diese Aufgabe unlösbar ist. 
(Vgl. Schottky, dieses Journal Bd. 83, S. 315; der Satz ist dann auch von 
Herrn Nöther, ebenda Bd. 97, S. 224, bewiesen worden). Wir bemerken 
noch, dass alsdann die Determinante 

'h(a, Dur; (a, #=1,...0) 


von Null verschieden ist, wie man leicht findet. 


II. 


Dies vorausgesetzt, bilde man den Ausdruck 


[4] 


a z Bea er E Bi =. 2 s 
Sa, y; 2,y) = Ha, y; ©, y)+ I C,.H(z, y: a, b),,-ı 


und bestimme die C, aus den Gleichungen 


o 
u. ! ! 
< C;h(a, b).x, = H(x s %Y 2 (a — l,...0), 
= 
also in der Form 
Ve 3 ! MN ns 2 ! ! en 
C; ce = C„# H (2 9 Y Ja hi# y) (2 b y ); (7 Fe 1, r +0), 
a= 


wo nun auch die H(z', y'); linear unabhängige Integranden erster Gattung 
bedeuten, welche an jeder beliebigen Stelle des Gebildes eine Entwickelung 


dr, n 
9 (2, Yı)a di Mile PAICZ Yard" (a=1,...0) 
besitzen. 


Die rationale Function 
1) Saal, y) = Hay; a, y)+ 2 9@, He, y: a, b),-: 


hat dann, als Funetion des Paares (x, y) betrachtet, folgende Eigenschaften: 
a) An der Stelle (x, y') wird sie in derselben Weise unendlich wie 
H’(x,y; «',y'), d.h. 


(2.) Ha, ys 2, y) = -t HB; 
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b) ausserdem wird sie nur noch unendlich an der Stelle (a, b), und 
zwar besitzt sie daselbst die Entwiekelung 


(3.) 2.95 0, y) = Z@, + BO 
pl 


(wir bezeichnen auch im Folgenden immer mit (z,, y,) das Funetionenpaar 
für die Umgebung von (a,b)); 
c) sie verschwindet an der Stelle (a,,b,): 


(4.) la, d; 2,9) = 0. 

Setzen wir 
. Me N F = 
(8.) Hz, y; CE, Yu — 15, VER. ER Dar | 


so folgt aus (1.) 
w f ' ' ' ® ! ' \ 
Ha, y; ©, y). = Ha, vs a, y) de, Yan Ha, y; a, bi; 
= 
daher gelten für diese Funetionen die Gleichungen 


Pi. 3 ! j R 4 —] YA/ \ 
S2.,05 8,0), { + (E). 


[F] 


- N N M FR A —k, \ 
Hr Yy5 CL, Ya = ENT, Yard HB, 
et 
(6.) 
" = r u S_ —k j un Bm 
Ha, y5 a,b), = - dla, Yauı.t HEATH BE, 
==] 





Das ya 2, Yu = PN. 

wo in letzterer Gleichung auch (z, y) = (a, b) sein kann. 
Ueber die Eigenschaften von H(az,y; x,y) und H(la,y; x',y'), als 

Functionen von (x, y') ist dasselbe zu sagen, wie über die von H(z,y: =, y') 

und H(z,y; x, y').; insbesondere gelten die Gleichungen (vgl. II, (5.)) 


/ 


0 


0 0 N dx, 





a, 4; 2, u) = HEN, 
1.) day WE = BO, 

ai u } 

Ko JE Zu ae u De OF 


welche zeigen, dass 
/8@', y; x, y)de 
(ebenso wie fi H(&',y'; x,y)dx) ein Integral dritter Gattung mit den Para- 


metern x, a, ist. 
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Die Gleichungen (2.)—(7.) ergeben sich in einfacher Weise aus den 
in II. angeführten Entwiekelungen. — Man kann die Function H(z, y; «', y') 
auch unabhängig von H(z, y; x, y') einführen; indessen erschien es hier zweck- 
mässig, die bereits veröffentlichten Entwiekelungen aus den Vorlesungen des 
Herrn Weierstrass zu benutzen. 


IV. 
Wenden wir (wie es in den Vorlesungen des Herrn Weierstrass ge- 
schieht) die Gleichung (3.), No. I, auf die rationale Funetion 


m . n f d x 7 7 
Fa,y) = Sy a,y) „Sm @,y') 


an, so kann die hieraus sich ergebende Gleichung 


n ] ! d an A " 
z|5(«, Y> %5 y)- di DE; Y5 0,9% )| 2 ce 0 
t 
(wenn wir im Endergebniss (x, y) für (=, y’) schreiben) auch auf folgende 
Form gebracht werden: 
d 
4 


d 27 ' ! eo ! ' 
ey) DR y) 


x 


4) 5 
= 3|9@, y).8@, Wer da NH, Wera]; 


a=m=i 





wenn nämlich die rationalen Funetionen H(S, 7),+. durch die Gleichungen 

Sn 1 . 

(2.) HE Mora = [9 95 5 m], (a=1,...9) 

A 
definirt werden. (Diese Funetionen liefern, wie wir beiläufig bemerken 
wollen, Integrale zweiter Gattung, die nur an der Stelle (a,b) unendlich 
werden.) 
Die Gleichung (1.) giebt den Satz von der Vertauschung von Para- 

meter und Argument bei den Integralen dritter Gattung; wir benutzen die- 
selbe hier, um einen Ausdruck für die Summe 


n 
= Hr, Yı> zT, y) 

herzuleiten, worin Y,, ..., %, die zu einem und demselben Werthe von z ge- 

hörigen conjugirten Werthe der algebraischen Function y von x bedeuten. 

Man bemerkt zuvörderst, dass, wenn wir mit y,, ..., 9, ebenso die 


conjugirten Werthe von y' bezeichnen, 
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ist; dies ergiebt sich durch einfache Schlüsse aus der bekannten Gleichung 


(4.) 39, y). = 0 EN 


k=1 
in Verbindung mit IIL., (3.), (2.), (4). Vermöge der Definition (2.) erhalten 
wir nun aus (3.) die der Gleichung (4.) entsprechende: 

(4°,) ZH, Yı)ora — 2 (2 —.a) Br (ee1...0). 
Setzen wir die Werthe (3.), (4.), (4°.) in diejenige Gleichung ein, die aus 
(1.) hervorgeht, wenn man darin y’ der Reihe nach dureh y,, ..., y,„ ersetzt 
und summirt, so ergiebt sich 

FR = ei P-Kıltz Yi5 T, Y) u P3 Hl, Y)..(€ -4) e 
und hieraus durch Integration und Vertauschung von (z,y) und (=,y') die 
gewünschte Gleichung 
1 no 


m - ei ! ' l hg Def ! AN l / \ / \ k 
d. NEUN: CU) — — — > sr .y ).-5 2 a) "la, —a) *, 
( ) zn »Yı> »Y) x —ı z’—a, ser \ Y )a k2 \\ / ( / 


welche wir sogleich benutzen werden. 


V. 
Wir definiren nun, unter (x, y') eine beliebige Stelle des algebraischen 
Gebildes verstehend, die nur nicht mit (a,, b,) oder (a,b) zusammenfallen 
soll, eine Function E(z, y; x, y') durch die Gleiehung 


da’,y’) 
J Hlz,y: x’,y’) de’ 
(1.) Bau; 2,4) = 
Aus 
- ' ! dx! u. N ! 
ey 0) = 39 U a, y)ut 
[7 


und den Eigenschaften der Functionen H(z,y; x,y'). ergeben sieh dann 
folgende Formeln 


E(«;, Yy:; 2, y') = E50) (B (0) + 0), 
u 55 "8, 5 
Ea,y;2c,y) = Be 80 +0, 
(2.) w; Br ar 9 (x, y),‚da (= l,...0), 
(a,5) 
E(x,, Yı; x, y) == 1; (t) Bl) + V), 
E(a,. bu; x, y') = E. 
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(Die Integrale w; haben denselben Integrationsweg wie das Integral in (1.)). 
Die Function E(x, y; x’, y') besitzt also nur eine Nullstelle (x’, y’) und eine 
Unbestimmtheitsstelle (a,b). Durch ein ähnliches Verfahren, wie es Herr 
Weierstrass auf die Funetion 


(21,9%) 
/ H(x,u; x’.y’) dx’ 


(3.) E(z, y; ©, Yilzu, u) = ee 
(welche eine Nullstelle (z,. y,), eine Umendlichkeitsstelle (x, y,) und o Un- 
bestimmtheitsstellen (a,, 5), ..., (@,, b,) besitzt) anwendet, kann man zeigen, 
dass E(x,y; x,y) eine eindeutige Function des Paares (z, y) ist; dies geht 
auch, wenn man die T'heorie der Funetion (3.) voraussetzt, aus der Gleichung 


3 w;H(z,y; a, b);.-ı 
Ela, y; 2,y) = Ela, y; €, y’la, b)e”” | 
hervor, welehe unmittelbar aus Ill, (1.) folgt. 
Für die Norm unserer Function, d.h. 


(=) =r n&(e, Yı> T, y), 
k== 
erhalten wir nach IV, (5.) den Ausdruck 


32 ((z- a) *—(a,—a)*e] 


! 2 

i 1 ,—a wu + 

N(«) er ER . 1 fu 
x—d A, —X 


diese Norm ist also eine eindeutige Primfunetion. Wir werden auch sehen, 
dass die Funetion& (x, y; x’, y') eine ähnliche Producetdarstellung der eindentigen 
Funetionen des Paares (z, y) ermöglicht, wie die Primfunetionen im Gebiete 
der eindeutigen Funetionen einer Veränderlichen x. 


vl. 

Mit Hülfe der Eigenschaften der Funetionen Ha, y; x, y’) und 
&(x, y; x,y) können wir nun die drei Hauptprobleme, welche Herr 
Appell a. a. OÖ. behandelt, folgendermassen erledigen. 

A. Darstellung der eindeutigen Functionen des Paares (x, y), die nur 
eine endliche Anzahl (wesentlicher oder ausserwesentlicher) singulärer Stellen 
besitzen. 

Es sei ?(x,y) eine solche Function, welche an der singulären Stelle 
(z,,y,) die Entwickelung 


ı i +« 
ba,y)= 24.1 G=1...n) 
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besitzt; dann ergiebt sich durch Anwenduı 


der Gleichung (3.) (No. I) auf 


0’ 
18 


die eindeutige Funetion 


F(z, y) = Plz, y)\S(@,y; s, W-Hle,y; x, yYy, 
die Gleichung 
Pla,y)-Pa,y)= ZA 8@, Yu yd de, yo y) 
oder 
f SE, „oo & > ]I* 5 . ie \ 
(1.) P(z,y) = C+FAP HE, y; ©, Yı_mVM5 


wo C eine Uonstante bedeutet. Bildet man die o Gleichungen 


dx, 
> % 4) 4 \ > f » 4 \ — { 
6; 20%, Yy)D Ks Yıa dt | Ver r | 


so erkennt man, dass zwischen den A die o Bedingungsgleichungen 
ZA, dee, Yı)a, = 0 
3 1 


bestehen, welche (nach den Eigenschaften der Hz, y: ,, % 


‚_ı) ausdrücken, 
dass ?(z,y) an der Stelle (a, 5) nicht unendlich wird, wenn diese Stelle 
nicht unter den (z,, y,) enthalten ist. 

Diese Darstellung entspricht (auch in der Herleitung) durchaus der- 
jenigen, die Herr Weierstrass in seinen Vorlesungen für die rationalen Fune- 
tionen des Paares (x, y) giebt. Sie hat gegenüber der Appellschen (a. a. 0. 


DE -, 


S. 121) den Nachtheil, dass die Elemente der Darstellung hier (d, h. die 
Hz, y: ©, Y,),_,) nicht, wie bei Herrn Appell, nur an einer, sondern an zwei 
Stellen des Gebildes unendlich werden; dafür besitzt sie andererseits vor 
jener den Vorzug, dass die Elemente rationale Funetionen des Paares (r,y 
sind; dies ist namentlich bei Behandlung des folgenden Problems von Vortheil. 
b. Verallgemeinerung des Mittag- Lefflerschen Theorems. (Appell, 
a. O. S. 126). 
Es sei eine Keihe von einander verschiedener Stellen (z,, 9). (©. % 
mit der einen Häufungsstelle (a, b) (welche keine singuläre Stelle des Gre- 
bildes sein soll) gegeben; ferner eine Reihe rationaler Functionen f(x, y), 


fx(z, y), ..., von denen f;(z, y) nur an der Stelle (z,, y,) unendlich wird; dann 


kann man eine eindeutige Function des Paares (x, y) mit der einen wesent- 
lichen singulären Stelle (a, 5) bilden, welche nur an den Stellen (z,, yı). 
(2, Y). 


Wir heben von den (x,,y,) diejenigen heraus, welche in der durch 


unendlich wird, und zwar an (x,,y,) in derselben Weise wie f 


(x,, y,) dargestellten Umgebung der Stelle (a, b) liegen; dies seien diejenigen, 
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‘ 


wo i>m, 80 dass es für ©>m stets einen eindeutig bestimmten Werth 


i=t, giebt, für welchen 


” \ 
Yılızı, = (2, 9,) 
ist. Wir nehmen ferner an, dass die zur Herstellung von Hz, y: x, y') be- 
nutzte Stelle (a,, d,) nicht in dem Element («,, y,) liegt. 
Zufolge (1.) können wir setzen 
fa, y) = CHE .HR, yi 2, Yon 


. 


nach den Eigenschaften der ie Dr, y: $S,n),_ glebt es aber eine 
Entwickelung: 


(2.) 


u 
m 
de 


we _ ROY. \ og 
(2, Y; 2, Yı)» B- 2 P> Ri (2, y).t, 


uU) 
welche eonvergirt, so lange (x, y), kurz gesagt, weiter von (a, b) entfernt ist 
als die Stelle (x,, y,), so dass 


r \ N & ( 14 PS 
(2°,) f(z, y) = ZRY(z, y).t 
[7 


wird. Hier bedeutet RY’(z,y) eine rationale Funetion des Paares (x, y), die 
nur an der Stelle (a,b) unendlich wird; die Reihe (2°) convergirt, so lange 
(x, y) ausserhalb der dureh |£,| bestimmten Umgebung von (a, b) liegt, und 
zwar gleichmässig. 

Nimmt man nun eine Reihe positiver Grössen &; so an, dass Ne, con- 


i 


vergirt, bestimmt dann die positiven Zahlen m, so, dass für die oben be- 
zeichneten Lagen von (x, y) 
P > Bias, y)ti << e, 
u=m; +1 


und setzt endlich 

fr i<e Fa; > flia, W): 

für i>m F(a,y) = fie, n- 2 > Re, y)tl, 
so stellt die Funetion 


(3.) Pie, y) r Fe, Y) 


eine Funetion der verlangten Art dar. Die Reihe (3.) convergirt für jede 
Lage von (z,y) (ausser (z,y)= (a, b)), da man stets eine Zahl M so be- 
stimmen kann, dass für ©>M sowohl («,, y,) = (z,, y,),_, ist als auch (z, y) 
Stelle (a, b) liegt. 





ausserhalb der Umgebung 








er re ae 


ET ERTAERGETEETTTSEERTTTTETETEN 





EEE ER NEL Fe 


Uni 





we DE REN 





ET ET 





En 2 








FF 





VERTEILTE 


Re 
“ ee 





ee 


a sa BEER 





PRESSEN? 
ER ar er a ee 

















Günther, über eindeutige Functionen von zwei Veränderlichen. 21] 


Man kann auch annehmen, dass f;(z,y) ausser an (z,,y,) noch an 
a,b) unendlich wird; dann ist 


1 l a 


f(&, y) = C+ 3’ He, y; ©, Y),-MYt 30 Hl, y: a, b), 
’ 


und man hat in (2.), (2%) zu Ri”(x,y) noch 


1 
| » 


50,’H(z, y: a, b),. 
hinzuzufügen. 

©. Zerlegung in Primfactoren. (Appell, a. a. 0. S. 132). 

Ist wiederum eine Reihe von Stellen (x,,y,) wie oben gegeben, dazu 
eine Reihe positiver ganzer Zahlen »,, n,, ..., so kann man eine eindeutige 
Function des Paares (z,y) mit der einen wesentlichen singulären Stelle (a,b 
bilden, welche an jeder Stelle (z;, y;) 


i/ 


von der Ordnung x», Null wird. 


! I 


Aus der Definition von E(z,y: x',y') ergiebt sich nämlich 


d s Fan dr 
loe&(z. u: 2.9) = Ne. u: £.ıu. 
di Lem) \ 9’ Y Y / a \ Y Yy / di 
= — FE 9la,y; a, b).t“, 
u () 
[2 m m . z Mi. m f \ / \ * = E \ “ %y „. = Sc : 
und hieraus folgt, wenn wieder (z,,Y;) = (z,, Y.);_.. (Ü > m), eine Entwickelung 
loef(«, u; 2, Y,) = 2R(«, y)k, 


u==] 
worin die AR’ analoge Bedeutung haben wie in (2.), (2°), und von deren 
Convergenz dasselbe gilt wie von derjenigen der Reihe (2°). Bestimmen 
wir dann die Zahlen m, in entsprechender Weise und setzen 


für im R.(z,y) =, 
für 2 >m R;(x, y) ZEuNE, WE, 
- Ä 
so wird 
E \ f » , M » . » \. „R; (a 
\” .) PD (a b) Y) 2 1 f(®, Y: I 19 Y;) € 


eine Funetion der verlangten Art darstellen. (Die Existenz einer solchen 
Zerlegung der eindeutigen Funetionen von (x, y) in Primfaetoren ist von 
Herrn Weierstrass wiederholt in Vorlesungen ausgesprochen worden). 

D. Man kann auch leicht eine Function ?(z, y) mit nur einer singu- 
lären Stelle (a, b) bilden, welche an einer Reihe gegebener Stellen (z,, y; 
annimmt. 
27° 


(die sich an (a, 5) häufen) vorgeschriebene Werthe A 


ı 
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Zu diesem Behufe bilde man nach ©. eine Funetion F(x, y), welche 
diese Stellen zu einfachen Nullstellen besitzt, und setze 


F(z,, y) = [F(a., vol; 
sodann bilde man nach B. eine Function @(x,y) mit der einen wesent- 
lichen singulären Stelle (a, b) und den ausserwesentlichen singulären Stellen 
(7,9) @=1,...), wo sie unendlich wird wie 


= A; . a, 
f.(®; Y) u Whg F (x, y,) Dr, y: %, 9); 
es ist dann in der Umgebung von (z,, 9;) 
F@,, y.) F(«,, y.).t+ BO, 
a, Yy) = Fat BO, 


F(&i, yı) 
woraus hervorgeht, dass 


P(z, y) = F(e, y).@(z, y) 


eine Funetion der verlangten Art darstellt. 
Dieser Lösung entspricht, wie man sieht, in der T'heorie der ratio- 
nalen Functionen einer Veränderlichen die Lagrangesche Interpolationsformel. 











Das Additionstheorem der elliptischen Funetionen. 


(Von Paul Günther.) 


1. 


Nach Abel (,„Precis d’une theorie des fonctions elliptiques“, Oeuvres, 
2. Ausgabe, Bd. I, S. 532 ff.) kann man den Ausdruck für das allgemeine 
Additionstheorem der elliptischen Funetionen auf folgende Weise erhalten. 
In dem Ausdruck 





F(u) = snaat+ a, sa + a,sn' he a | sm | | 
( 
(1.) m-1] 
| | | | 
+sn but b,sn a-+b,sn’'u-+----1 o\ B ua A| 
’ dsnu \ ” ’ a ' . 
wosnu= —, -,|p| die grösste in p enthaltene ganze Zahl ist) können 


die Constanten a,, 5b, so bestimmt werden, dass F(w) an m beliebigen 
Stellen #,, ..., a, verschwindet; hierdurch sind die a,. b, bis auf einen 
allen gemeinsamen willkürlichen Factor bestimmt als ganze rationale 
Funetionen der sn«,, sn’, (@ = 1,2,..., m) in Determinantenform. Dann hat 
F(u) noch eine (m-+1)" Nullstelle 

Une Zu, m.Ki (modd. 2%, 2A”): 
nämlich F(wa) ist nach der Bezeichnung von Herrn Hermite eine doppelt- 
periodische Function zweiter Art mit den Perioden 2K, 2Ki und den Multi- 
plieatoren —1, +1; also ist die Differenz zwischen der Summe ihrer Un- 
endlichkeits- und der ihrer Nullstellen 


= — [Ki.log(—1)—K.log(+1)] 


(modd, 2A, 2K'i) 


= Ki, 


erstere Summe ist aber = (m+1) Ki. 
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Setzt man nun 
Ny=zr, nu, =r, RE EN 
so wird 
» N Nr L' \ BEER 2 I / 2 114 +1 
(2.) F(u).F—-u) = A,+ A, 2 -+--- EEE 
wo die A, in leicht zu übersehender Weise aus den a,, b, zusammengesetzt 


sind. und daher 


Au 
A, +1 


(3.) „2 ? „ 2 ae m-+-1, 
2.) I Dr ln Don-t1 _— (—1) 


m 


Da A =bi, A,., = Kb. „_.‚,.oder= —a; 
n+1 [ a [ 


) je nachdem m ungerade oder 
verade ist, so wird durch (3.) &,.., und daher sn(a,-+---+,) als rationale 
Funetion der snz,, snw, (@e=1,...,m) dargestellt. 

Dieses Verfahren ist nicht direet bequem anwendbar, wenn mehrere 
der a, einander gleich werden, weil dann zur Bestimmung der a,, b, in (1.) 
die Ableitungen von F(u) zu bilden sind. Aber man kann sehr leicht zum 
gewünschten Ziel gelangen, wenn man F(a) in der Form 

(4.) F(u) = F,.sna-+F,.sn’u+F,.sn”u-+--+F,.snu 


d’snu 


darstellt, wo sn”u = ist und F,..... F, Uonstanten bedeuten. In der 
) ’ j 


nm 


du’ 
That ist ja F(a) eine elliptische Funetion (mit den Perioden 4K, 2K'), die 
an der Stelle «= Ki eine Entwiekelung von der Form 
m-+1 . 
. TREE IN —h ı 2, I. 
= f,.a—- Ki)" +B(a— Ki), 
an der Stelle = 2K+Ki dagegen die Entwickelung 
m+1 
— Ef, a—2K—Ki) "+B(a—2K— Ki) 


ke} 
besitzt und sonst nirgends im Periodenparallelogramm unendlich wird: daher 
können Fi, ...., F, so bestimmt werden, dass der Ausdruck in (4.) rechts sich 
von F(ax) nur um eine Öonstante unterscheidet, und diese muss = (0 sein, weil 
beide Ausdrücke, wenn « um 2K vermehrt wird, sich mit —1 multiplieiren. 
(Um den Ausdruck (4.) zu ermöglichen, ist der Funetion F(a) gerade die 
besondere Form (1.) gegeben worden. An und für sich würde es ausreichen, 
F(u) = G,(sna)+ sn'u.@, (sn) 
zu nehmen, wo die beiden ganzen rationalen Funetionen @,, @, aber der 
Bedingung zu genügen haben, dass eine von ihnen eine gerade, die andere 


eine ungerade Function von sna ist.) — 
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Sind nun A, von den Grössen a,,..., a, etwa =v,, 4, derselben etwa 


-9,.., „etwa =v, ( I4= m), so sind F\.. .... F, bis auf einen willkür- 
= l 4 


lichen Factor als ganze rationale Functionen der Grössen sno,, sne® 
(kh=1,..., s) bestimmt vermöge der Gleichungen 

2 d’ F(v,, NEE 

(D.) (en) - 0 ( ) 

/ dv‘ Bass 
jildet man andererseits mit (4.) die Funetion F(a).F(—u) und vergleicht 
dies mit (2.), so ergiebt sich durch Vergleichung der Glieder mit («— Ki 
in den entsprechenden Entwickelungen: 
Be EP Il EFF; 

ferner ist 


also nach (3.) 
EEE A 


und dureh Radieirung 


(Ir FO), 1 


(6.) sn(a, +. ‚u TO 
ö > 0 ı Ge ' 


+m.Ki) = 


IT suu 

—1 

Die Richtigkeit des Vorzeichens ergiebt sich dadurch, dass man (die Vor- 
zeichenbestimmung für sn(a, + -+”,_,+(m—1)K'i vorausgesetzt) in (6.) 
a,= Ki setzt, zu welchem Zwecke man rechts Zähler und Nenner nach 
Potenzen von a,— Ki entwickeln wird. 

Man kann (6.) auch verifieiren durch Vergleich mit den von Abel »e- 
ebenen Ausdrücken, indem man zunächst «,, ..., , sämmtlich von einander 
verschieden voraussetzt. Beachtet man nämlich, dass sn”’a eine wanze 
rationale Function (2A--1)" (Grades von sna ist, worin sn”*'a den Üoef- 
snt+Dy 


fieienten (2h)!K” hat, ferner mm eine ganze Function (2A)"”" Grades 
7 


von sna mit (2k+1)!K” als höchstem Coeffieienten, so erkennt man, dass 
in diesem Falle F(0) bis auf einen nur von K und numerischen Grössen 
abhängenden (sehr leicht zu bestimmenden) Faetor mit der Determinante 

:[*]+ı | - | | 


DB tt rn ; Ei e,, --., AM u,snu,! 


| 
| 
| 
| 

(a=],..,m) 


übereinstimmt, ebenso F, bis auf einen ähnlichen Factor mit 
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| >| m 1 + 2[ m—? 


9 ) 


nd n . 2 wm ug : 4 > R ae 
|SN%,, SN’%,, ..., SM u,, snw,, Sn’w,.sn’u,, ..., $n u,.snw,|. 
(a E20 00 


Durch Vergleich mit den Abelschen Ausdrücken ergiebt sich dann unmittel- 
bar die Gleichung (6.). Aus den hierbei auftretenden Ausdrücken von F(0), 
F, für den Fall ungleicher a, ergeben sich aber leicht die entsprechenden 
für den allgemeinen Fall, indem man die Grössen sn®a,(k=2,...,.4,) nach 
Potenzen von —a,, ferner sn”u,.,.(k=2,...,%,—4,) nach Potenzen von 
U, 4, —%, 41, U. 8. f., entwickelt und 


lim — | 0) 

(u,—u,)(u, —u,)*...(u, —u, (u, 422 — U; 41) (U,43 —U.41) (u, u” 
t F,. 
lım 


(u,— u, )(u,—u,)'...(u, —u, (u, 42 — U, +1)(U2, 43 —Ur,41) (U, Un) en. 


uUu=-W=U + u), = ı 
(" u), +1 = u, +2° Zu 43° u), +4,” », 
bildet. Diese Betrachtung liefert daher zugleich einen anderen Beweis der 
Gleichung (6.) für alle möglichen Fälle. 
Eine von der obigen nur formell verschiedene Herleitung des Addi- 
tionstheorems erhält man durch Betrachtung der Determinante 


- / \ nn h), z 
(7.) D, KLTE U, ..o.o Un) n jsn‘ un, uch ER 


WO %s Ur 2... %, Unbestimmte bedeuten sollen. Als Funetion von «, ist 
dieselbe eine doppeltperiodische Function zweiter Art mit den Perioden 2K, 
2Ki und den Multiplicatoren —1, +1; sie wird für «,= Ki unendlich von 


der Ordnung m+1, dagegen Null an den Stellen #,, %, ..., a, und daher 


m 


(vgl. oben) auch noch an der Stelle — Y& @,—mK'i. Hiernach ist 


u 
as} 


m mm 


IT H(u,—u,).H(u, +u, + +u,-+mKi)e °# 
a a] 
(8.) Pu Ur... %,) = fl», Un) Ä lu ri 
wo (Ay ..., %,) nicht mehr von a, abhängt. Um f zu bestimmen, entwickeln 
wir in (8.) auf beiden Seiten nach Potenzen von (w— Ki) und vergleichen 
die Coeffieienten von (u,— Ki)"; dies giebt 
fu; ..., 0): 7 H(—u,+K')H(u, + +|m+1]Ki) _ vn“ 
m. a1 2K 
Pr PD.) Tr} ee 
ie) mo 


m 


Ka... u). L 9(u,). u + - H un + mK'i) 
j cn H'(Oyr +! Ba I 


EN N A Ze sa 


E38 
12% 
a 
EB; 
3 
} 









Günther, das Additionstheorem der elliptischen Functionen. 


sodass (8.) übergeht in 
| Te re de 


(9.) m! ma  H(w,—u,) Hflu,-+u ++ -+u,.+mK'i) 


di Ku) ut +u.+mk'i 


k 
Hieraus lässt sich einerseits der allgemeine Ausdruck von PD, (u, %ı, -.., @,) IN 
den ©, H ableiten, worauf wir aber hier nieht eingehen; andererseits folgt 
daraus für «= 0 
(—1) WE 0 | 
m!k" ee | 


(10.) sn(@a,+--+a,+mKi) = 


m ı 


IT suu 


und dies ist genau die Formel (6.) für den Fall ungleicher «,. Der all- 
semeine Ausdruck kann aus (10.) durch den oben angedeuteten Grenzüber- 
gang erhalten werden. 


« 


II. 
Das Additionstheorem fir die Funetion 94 kann ebenfalls nach ver- 
schiedenen Methoden hergeleitet werden. 
Es sei 
(11.) F(u) = F,+F,.p9u+F,.9u+--+F,p" "u 
eine elliptische Function (m-+1)'” Grades, die nur für «= 0 unendlich wird 
(jede Function dieser Art kann bekamntlich auf die Form (11.) gebracht 
werden). Die Constanten F,,..., F,, werden bis auf einen willkürlichen ge- 
meinsamen Factor dadurch bestimmt, dass F(au) an m vorgeschriebenen 
Stellen z,,...., , verschwinden soll; sind 4, von den a, gleich o,, u. 8. f. (wie 
oben), so liefern die Gleichungen 
kKU'/as 2 ' 
(12.) = re 
F,, ..., F, als ganze rationale Funetionen der gu,, pu,(e=1,...,m). Die 
(m+1)“ Nullstelle von F(w) ist 


Hs — 28; 
daher wird 


| F(«) » F(— u) — A, + A, (AU +4; B Du + ie +A, +1* 9 ' u 


13) a REN 
| = A, ' [Pu — (ut er u,.)]- L (gu —pU,); 
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also 


(14.) (ut +u,)— gu BR F(u).F(-—u) 


m 


Anz+ı:- II (pu — pu,) 
a=] 


Eintwiekelt man in (13.) auf beiden Seiten nach Potenzen von x und ver- 
gleicht die Coefficienten von a", so folgt 


Anz = 1". F.[m!), 


also 


(15.) (u, +...+ 4) = put F(u).F(—u) 


1 


Im!]’.F},. IT (pu,—pu) 
am] 
Hier ist das Additionstheorem dargestellt mit Hülfe eines willkürlichen 
Parameters «. Setzt man für » z. B. einen der beiden Werthe, für welchen 
wu=( ist, so erhält man eine Form des Additionstheorems, welche in 
sewisser Weise der in (6.) entspricht. Andererseits kann man «# auch noch 
beseitigen, indem man in (15.) nach Potenzen von « entwickelt und die 
eonstanten Glieder auf beiden Seiten einander gleich setzt. So ergiebt sich 


Al 19 fa 
mal 2 _ 
m(m De 1) F,, - 74) 790 


16) Pant tu) = | 


m.F, 
Diese Gleichung kann auch direct aus (13.) abgeleitet werden; es ist nämlich 


n En A, 
out +%.)t3pu = — 


a1 A m+ 1 
und A, ist der Coefficient von «”"" in der Entwicklung von F(w).F—u), d.h. 


A„ = -1".F,_..[(m-12!T +19” .2F,.F,_..m!(m—2)!, 


X Zi 


sodass man auf (16.) zurückkommt. Aber dies gilt nur für m 


>2, da 


alles auf dem Ansatze 
y/ Yy m—3 ,v 
F-u) = F+-+(-1""".F 


m 


go" u+(—- "°F, pp" "u 


+(—-1”",F,..0" "u 
beruht. Für m = 2 wird analog 


Y 2 
(u tu) = Im-ı ) — U — U 


also entweder 


! ! 5) 

OU — Un \” 

/ | 1 N 1 y “ ) 2 ” 

J) U, -r Ü» — 7° " 2 — (U ar JU; 
3 ( Rn ) MN Yu — WU s E 
oder 
02) u 2 p 

) — 2ou. 


o(2u) = 1.( 


pu 
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Im Falle ungleicher «, ist (von dem gemeinsamen Factor aller F 
abgesehen) 





Fe a (ei | 
PEN [I o(@u„— u;).o(un +--- + u,,) 
) a PR 
’ . ; low 
(a > B; a,#=1,2,...,m) 
"(Hermite, dieses Journ. Bd. 82; vergl. auch Schwarz, Formelsammlung, S. 17. 
ferner 
Bi; u —| » U, - Du,, er; 7 I 0) . Du { | ) 
u. ( F.. 
Reim. | k 
= OM, 
Mm: > = | 1. U,» Du,, .... 02 Yu . a 5 u ge) u | ( I ) 
Hiernach gilt die Gleichung 
Fu-1 " OlogF, (ou, ++ 9,) ou,\ 
ni A — P > , = m ) Be: B: % 
F,, [7 l ( U, o(u, u u... 1 Um) 7 ] ON 


woraus durch nochmaliges Differentiiren folgt 


] im Od F 
18. — — 3- ( . ) = —m.o(u + :-- u.)+ F& ou. 
( ) m Ze ( U, F. N \ 1 t n ı en 
Da 
x ( Far 1 N m- ee 
ei Far Frei DA WERE u, Ei TE u 
7 1 4 


+11, AU, ve. 7 . a u, 


— F nn 4 F 
ist, so ergiebt sich aus (18.) die neue Form des Additionstheorems 
l m | F per L F' ' * F u 
19.) AIRT; ti... — Sa u. ei m—) | ’ ) 
( / $ +4 T u m ch u m’ y_ | m ) ( F 


/ i 2 wer u 
\und zugleich durch Combination mit (16.) die Identität 
u. Dm— ] ’ | « 

m+1).F,. 3 gu, + — F„.+— :F : 0.) 

(m+1).F, Te A die m(m—1) "7 m 
Wie man aus (19.) das Additionstheorem für den Fall ungleicher «, her- 
zuleiten hat, ergiebt sich aus den in No. I gemachten Bemerkungen. 

Es sei hier noch darauf aufmerksam gemacht, dass für den Fall der 


Multiplieation (u, = = u, = u) 
(Fu = eu  \ 


(20.) | 


= (—1)”.[1!21...(m—1)!]w,(w 
28* 
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u 


ist, wo (a) nach Herrn Kiepert (dieses Journ. Bd. 76) die Funetion 
o(m.u) 
(ou)" 
bedeutet (die Gleichung (20.) ergiebt sich sofort aus (17.) durch einen 
Grenzübergang in der oben angegebenen Weise). 
Endlich wollen wir noch das Additionstheorem für gu nach einer 
Methode herleiten, welche der auf S. 216 ff. benutzten analog ist. 
Wird 


Volt, U ne lL au An an 





gesetzt, so folgt (vergl. Gleichung (9.), (17.) und Schwarz, a. a. O. S. 16) 


Vn (u, u, sa 0.09 U. 
ou tu +--+%,). ITo(u,— u.) 
F m-+ = 
Fa (—1) f m! ur WYn 1(dı, et u.) 


ot .0(u, ++ -+u). [IT ou, 
a=1 





Daher kann die Gleichung 


R ou ++ +untru,)e(u, + -+ un —u,) 
(J))N { ’ m. 6 zn hr Si BER: b 1) 73 2 ) 
22.) Pant tun) PM (u + +un,)ou, 


umgesetzt werden in 


| Wn(Uns Urr 2005 Um): Ym(—Ugs Urs ++, Um). 07" u, : IT 0 u, 
a=] 





out +u,)— pm = mie ————— — 
in Vi—1lU 5 2.5 4). II [o(u, + u,)o(u,—u,)] 
a=1 
Br 1 Ball: U. 0 un U) 
[m!]° . m : 
| wit, 220, 4m). II (pu.—pu,) 
a>=] 


NAEH 


und dies ist nichts anderes als die Gleiehung (15.) für den Fall ungleicher 


&,. (Der Zusammenhang dieser Methode mit der zuerst dargelegten ist hier N 
noch deutlicher als bei der Function sn«). E 


Mit Hültfe des eben angegebenen Verfahrens kann man auch das 
Additionstheorem in eine solche Form setzen, dass es für den Fall der 
Multiplieation in die von Herrn Kiepert benutzte Gleichung 


Yn-ı(U) Wrn+1(U) 
I) u ) — ug 
(mu) — gu 20) 


yon: z Br 


übergeht. Dividirt man nämlich beide Seiten von (21.) durch (w—w,) und 


ee asien 
zug. h u Kae R 
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setzt dann v,=u,. so wird, wenn 


gesetzt wird, 


(23.) 


ferner ist 


(24.) 








= (—1)".(m—1) 


(U, u, ’ 


o"t’u.olu ++ 


0" u,.0(u,- 


1,)| Pl, 


7 


-+4,.). II 0(u, —u;) 


. iss (%,. 


+4). [1 ou; 


rm 


u 


m) 


o(u, ++). [7 o(u, —u;) 


. un (Us, 


U) 1 OU; 


u 


u.) 


Dividirt man also (23.) durch (24.) und berücksichtigt die Gleichung 


out +u,)—pu = — 


so wird 


“ nn \ r l ...- _ f 
(25.) (u, - ! U) U, 


und dies ist diejenige Form, welche für den Fall der Multiplieation (nach 
Ausführung des bekannten Grenzüberganges) in die obige Kiepertsche Glei- 


chung übergeht. 


Im Vorstehenden sind die Ausdrücke des Additionstheorems für alle 
möglichen Fälle abgeleitet, aber nicht ein Ausdruck, der für alle Fälle un- 


ou +. -+u,).o"u, 


l Wnlu,, U. . u ‚).Ww (U,, 


m un. ı(u,. a. 


mittelbar gültig bliebe (wie ein solcher z. B. für m —=2 durch 


el er 
EEE ERNEUTE 


ap BEREITETE en uf 


£ 


geliefert wird). 


nf 
sn (a, + %,) 


sn, .sn'u, + snu,.sn'w, 


L- k’.su’u, ‚sn’u, 


angestellten Rechnungen (für m = 3, 4) dies vermuthen. 


o(2u, tu, ++ +u„).0(u, ++ +%,) 


Indessen hat es den Anschein, als ob ein solcher Ausdruck 
nicht diejenige Einfachheit besitzen würde, welche die obigen Formeln aus- 


zeichnet; wenigstens lassen die von Herrn Cayley (dieses Journ. Bd. 41) 











Bemerkung über die Integrale linearer Differential- 
gleichungen. 
(Von Herrn Lothar Heffter in Giessen.) 


I. einem Aufsatz „Ueber Recursionsformeln der Integrale linearer 
homogener Differentialgleichungen“ (dieses Journal Bd. 106 S. 296) habe ich 
eine für jede nach Potenzen von x—.a, fortschreitende, einer Differential- 
gleichung der Fuchsschen Klasse genügende Reihe gültige Recursionsformel 
aufgestellt (Formel (6.) S. 271). Wenn man dort die Grössen F (wobei 
zur Abkürzung noch m—n, = m, gesetzt werde) unter Einführung von 


n(m,--1) (arössen 


0, i E _ u Auen Pr 
7 u=1,2,.u0% 

als Funetionen von s in Linearfactoren zerlegt, so kann jene Formel 
folgendermassen geschrieben werden: 

Cs, Po (8 + %ı —m;)(S+ nn —M,) . . » (540, —m,;) 
+6, +1: Pı-(8 +e@1—m+1l)(s+e»—m; +1)... (s+02,,—m; +1) 

or > (_. te u. 
+ C-P,(8 + 0,,1)(8 t 022) ..o (s | Bun) — v, 


(1.) 





wobei die Bedeutung der Constanten «,, 


mit der dortigen Form ergiebt. Demgemäss sind 


und p, sich durch Vergleichung 


it —ÜüL ),4 . . .. — 


m;1 b) my? n 


ı 


die Wurzeln der zux=a, und 


(m 
die Wurzeln der zu xe= x gehörigen determinirenden Gleichung. 

Setzp man nun für s einen Werth —e«,,, dem wenigstens ein von 
Logarithmen freies Integral entspricht, und den ersten willkürlich bleiben- 
den Coeffieienten = 1, so erhält man durch die Formel (1.) eine Reihe, 
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deren Coeffieienten in bekannter Weise independent durch die F, also durch 


die @,, und p als Determinanten dargestellt werden können, und die dureh 


A 


folgendes Symbol bezeichnet werden möge: 


On a0 000: On On. 
i i 
2) la U Ra Ps : 2-a)). 
mi [64 PrmE Er cd | — Of 


Es werden also alle Integrale, die sich in eine Reihe nach steigenden 
Potenzen von z-—a, entwickeln lassen, durch denselben Algorithmus & ve- 
geben, bei dem nur dig Parameter @ geändert werden. Ist eine der Wurzeln 
— („= 0, und setzt man eine andere in die Form 1—y, so erkennt man 


in der Art, wie jene Parameter sich von Integral zu Integral ändern, die 
genaue Verallgemeinerung der bekannten Eigenschaft der Gaussschen Reihe, 
dass aus dem Integral 


F(« ) Ar r \ 
\ , { . ] . « 


der zugehörigen Differentialgleiehung (im Allgemeinen) ein zweites linear 


unabhängiges in der Gestalt 


2 '.F(a+1—-y, ßP+1-y,.2-y, = 


hervorgeht. Für diese Vergleichung werde noch hinzugefügt, dass in deı 
Gaussschen Reihe ausser z eigentlich vier Elemente auftreten, nämlich «., 
P und 1, y, von denen die ersten beiden unter einander und die letzten 
beiden unter einander vertauschbar sind, und von denen 1 in dem Symbol 
F bloss nieht zum Ausdruck kommt. 

Derselbe Algorithmus 2 giebt aber auch die in der Umgebung von 
z=x als Reihe darstellbaren Integrale. Ersetzt man nämlich in (1.) 
allenthalben s durch —s-+m;, multiplieirt die Gleichung mit (—1)" und 
schreibt die Summanden in umgekehrter Reihenfolge, so hat man 


(S—0,1— m;) .0..» (s— [84 n en m. 


D) i u 


C_,1m: Pr 
| 


(3 ) TE_sm, Pu —ı(8 P:7 On 11 de, m I 1) Mu ($ .— f RT Yale m, I y 


! 
| 
En 





+6_,.Po.(Ss— en) (Sn)... (8) = 0. 


Diese Formel unterscheidet sich, abgesehen von den im Zeichen entgegen- 
gesetzten, sonst aber gleichlautenden Indices der e, von (1.) nur durch die 
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umgekehrte Reihenfolge der p und dadurch, dass 


@„ durch —«,,, 


-/).u 


ersetzt ist. Setzt man also für s nun eine Wurzel «,,, zu der wenigstens 
ein von Logarithmen freies Integral gehört, so lautet jedes solches 


“m;1} Gy © 


MN 


® | Ay . . . . . . . . . l 
f \ 4 —— ( u 5 
u ? 1 - ( ) r b( ) e ... ) a ), 
) Vor —4, Pu: a a = 


q 


AN 


OO 04 Ay On 
eine Formel, bei der man wiederum leicht die Verallgemeinerung der ent- 
sprechenden Eigenschaft der Differentialgleichung der Gaussschen Reihe 
erkennt. 

Hiermit ist vermöge unserer hecursionsformel geradezu in Evidenz 
vesetzt, dass jene Eigenschaften der Gaussschen Differentialgleichung, die 
bisher einerseits noch für alle Differentialgleichungen der Fuchsschen Klasse 
von der zweiten Ordnung (vergl. Seifert, In.-Diss., Göttingen, 1875 und 
Heffter, In.-Diss., Berlin, 1886) andererseits auch für alle Differential- 
gleichungen mit zweigliedriger Recursionsformel (vergl. Pochhammer, dieses 
Journ. Bd. 102 (1888) und Bd. 108 (1891) u. a.) als bestehend erwiesen 
waren, sämmtlichen Difterentialgleichungen mit nur regulären Integralen zu- 
kommen und zu Tage treten, sobald man jene aus der hecursionsformel 
stammenden Parameter «,, einführt. Es sind dies (im Wesentlichen) die- 
selben Grössen, die in der „Normalform“ des Herrn Schafheitlin (vergl. 
dessen In.-Diss., Halle, 1885 und die Umarbeitung derselben dieses Journ. 
Bd. 106 (1890)) auftreten. Wenn die Zahl derselben hier grösser erscheint, 
so rührt das einmal daher, dass dort m=n, hier m —n ist und ausserdem 








hier noch für einen Theil der Grössen, welche direct angebbare ganzzahlige 
Werthe haben, der Symmetrie der Formeln wegen das Zeichen «,, gleich- 
falls eingeführt wurde. Es war der Zweck dieser Zeilen, auf diese Be- 
deutung der Parameter «,, hinzuweisen und damit jene in speciellen Fällen 
beobachtete Erscheinung als etwas ganz allgemein Gültiges und — wenn 
man will — geradezu Selbstverständliches zu charakterisiren. 
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Ueber relativ adjungirte Minoren. 


(Von Herrn Georg Landsberg.) 


De: Begriff der adjungirten Minoren, von welchem die Determi- 
nantentheorie Gebrauch macht, lässt sich auf folgende Weise zu dem der 
relativ adjungirten Minoren erweitern. 

Ks sei: 


(A.) (a,,) (e./ 0) 
ein quadratisches System von Elementen mit der Determinante A, und 
es seien: 


Iır Io * + +1 Im Im +7 Imrus Immun + g 
und < | 


rt 0 Vi ie ce a ar 


zwei Permutationen der Indices 1 bis z, welche durch eine gerade Anzahl 


iu) 11 
von Vertauschungen aus einander hervorgehen; dann sollen die Determinanten 
(m+ u)" und (a— u)” Ordnung: 


| A Is I +». Im I 115 »00, 9 
a ( ‘ ‘ m» /m-+1 m #) und 
ab ” 
} | t hy: ho, ..r,. h . mtl» ..., An 4 u 


nee 


mM [Pi 


welche durch Ränderung aus der Determinante m” Ordnung: 


A = |e,l 


en 


entstehen, in Beziehung auf A relativ adjungirt heissen. Die Determinante 
A heisse der Minor der Adjunction. 


Während also z. B. die Determinanten: 
ZH+0142...Ayn und  % 0 PPROEHEEN VEREEIRENEEE 0 
im gewöhnlichen Sinne adjungirt sind, sind die Determinanten: 


Pf”? OGMBER COUEr FIERPEEEET S6R 


nm "m tr u, ru 


und 


o 
<= +4,02... A mOmturin Lu+lt +, 
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in Beziehung auf die Determinante: 


ZH ,40...0 J 


man 
relativ adjungirt. Da man aber unter der Determinante 0°“ Ordnung die Ein- 
heit zu verstehen hat, so enthält der Begriff der relativen Adjunetion für 
m = (0 den der gewöhnlichen Adjunetion. 

Der Zerlegungssatz lautet dann folgendermassen: 

(1) Hält man in dem Schema: 


\ 9, G2, ...;<. Ims In+1s ...-< Im+u 
/ ’ ’ 
h, . h; son, h, ) hu  yooo9 h 


m+ u | 


die nicht gestrichenen Indices fest, lässt hingegen die gestrichenen Indices alle 
möglichen Combinationen w” Klasse der Indices hzıy «++, Muyus Mukurıs ers Mn 
durchlaufen, und multiplieirt jede der so entstehenden Unterdeterminanten mil 
derjenigen, welche ihr in Beziehung auf den Minor A relativ adjungirt ist, so 
ist die Summe dieser Producte gleich AA. 

Der Beweis lässt sich einmal durch direete Zerlegung führen; durch- 
sichtiger gestaltet er sich aber, wenn man das System der a, zusammen 
mit seinem reeiproken Systeme”): 








' 
(A;;) (,k=1,2%,...,n) 
betrachtet. Es ist nämlich: 
( J 1» 99 ++. I ms ...,- Im } “) | u A Ph (} .. Im } 44 j> ++» er 
Kr a a @,n| En a;;| LT RER TERREE 7 I 
] I Ir or, In Im+utrt +++ In r J—Im +1 +++ Im+u r 
( we are ) a,,| —= Ala,,| (. ): 
flı, Is one, Am m+u+l'» In ‘ „ ı mtb ++ "m+u 


relativ adjungirte Minoren in Beziehung auf den Minor A stimmen daher 
bis auf den Faetor A mit adjungirten Minoren des reciproken Theilsystems 


(n—m)'" Ordnung: 


/ ! = Im Hir +++» Im TE Im } u+1 ...,. 2 
(R.) (a,,) ( — hm 5 DERER hm+ on Hutlb ee h„ . 
. Br . 
dessen Determinante gleich —- ist, überein. Zerlegt man daher diese Unter- 


determinante nach dem Laplaceschen Satze in Determinanten «“ und 





(n--m— u)” Ordnung und kehrt sodann mit Hülfe des Jacobischen Satzes 





über Subdeterminanten reeiproker Systeme zum Systeme (a,) zurück. so 





erhält man den obigen >atz. 





*) Kronecker, Ueber Subdeterminanten symmetrischer Systeme. Berliner Sitzungs- 
berichte 1582, S. 821. 
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Dieser Satz gestattet, zu einem T'heilsysteme von Unterdeterminanten 
(m-++- 1)" Ordnung unmittelbar das reciproke zu finden, ohne dabei andere 
Unterdeterminanten als solche zu benutzen, welche dem ursprünglichen 
Systeme der Elemente a, entnommen werden können. Es sind nämlich 
die Systeme: 


| / 
u tu +1 
A 
BU. On son: q ae Da ' 
mn m /m+] ‘m+ u I1» 924 ».0r Is EUER, 
(T.) ya A „' und 
s af u u ey A A 7 Ama j AA 


einander reeiprok, wenn die gestrichenen Indices alle möglichen conjugirten 


«) un 


ter 


Combinationen «“” und (a —m— u)” Klasse der Indices g,.1. 9410» ==: Aniv: 


ie ar 0 Be Aa Asa 90: Aazas Bazarıı +++; A, Gurchlaufen. 
(1I.) Die Determinanten derartiger Theilsysteme sind Producte von 
Potenzen von A und A. DBezeichnet man nämlich die Determinante des 


ersten der beiden Systeme mit D, so ist: 
n— 11 1\ 7 e 
B= N 2 \ ai ) 


In der T'hat ist jedes Element dieser Determinante, dividirt durch A, gleich 
einer Subdeterminante (a—m— u)" Ordnung des Systems (R.); bezeichnet 
man die Determinante dieses Systems mit A’, so ist die Determinante des 
Systems der Subdeterminanten (a —m— u)” Ordnung bekanntlich gleich: 


IN 


Be ) er m ') - if E ) 
Ä' n—m— u—] kun A’ u die € ) . 


> . . . Nn-—-M . 
folglich, da die Determinante 5 von der Ordnung ( ) ist: 
| i 


8-7 ) ER Fer Wo.) 


Besonders interessante Resultate erhält man, wenn man die Zahl «=1 setzt. 
also den Minor der Adjunetion immer nur mit je einem Rande versieht. 
Dann treten an die Stelle der früheren Determinanten die Minoren: 

AP = ja,| Wahn) Beam 


I, D 000, u 4 


und der Satz (l.) ergiebt, dass das reciproke System des Systemes: 


(AQ"+D) EEE 


das System ist: 


! 


( A,; ) ; 
AU), Zi 
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hierbei ist: 
A» aunn A — la, (9,‚A=1,2..., =) 


In der That, bezeichnet man mit A(/? diejenige Determinante, welche aus 
A“ entsteht, indem man die A“ Colonne durch die f* ersetzt, so ist: 


m 
Aid = a,Am— Fa, An (tem mi 
1 
folglich ist, wie es sein muss: 
«4 ! -r = ! IH 5 
3,0,Art? = ,0,(0,Am- 5, a, A?) 
m+1 m+1 1 


m AD Mi 

Ban, (m) Ba b) ' ‚ (m) k : 

u A Ö,, Sn A; 77 + BI) A), S; d,, G,n 
1 1 i 


m m 
/ Im v im ) v ' m 
1 


rg 
1 


zu AO,.. 
Demgemäss ist in Uebereinstimmung mit dem zweiten Satze: 
| AU +1) Zum GE ([r,s=m+l,..,n), 


In diesem Falle kann man offenbar auch alle Unterdeterminanten des 
Systemes der A@'*" direet durch Determinanten des Systemes der a, aus- 
drücken, doch erkennt man leicht, dass man hierdurch nichts Neues, son- 
dern immer nur direete Anwendungen der letzten Gleichung erhält. 

Einer gütigen Bemerkung Kroneckers verdanke ich den Hinweis 
darauf, dass die bewiesenen Sätze auch aus jener T'heorie der Deeomposition 
quadratischer Systeme fliessen, welche derselbe seit vielen Jahren in seinen 
Vorlesungen zur Klärung des Determinantenbegriffes angewendet und in 
den Sitzungsberichten der Berliner Akademie vom 6. Juni 1889 veröffent- 
licht hat. Dieser "Theorie zufolge sind zwei Systeme als äquivalent zu 
betrachten, welche aus einander hervorgehen, indem man irgend eine Co- 
lonne des einen Systems, mit einer Uonstanten multiplieirt, zu einer anderen 
hinzufügt. Insbesondere kann man es, indem man »ur die m ersten Üo- 
lonnen zu solchen Compositionen verwendet, stets erzielen, dass alle die- 
jenigen Elemente des veränderten Systemes verschwinden, deren erster Index 
kleiner als m oder gleich m und deren zweiter Index grösser als der erste 
ist. Man hat zu diesem Zwecke die erste Colonne dazu zu verwenden, um 
alle Elemente der ersten Zeile vom zweiten ab zum Verschwinden zu 
bringen, die veränderte zweite Colonne, um alle Elemente der zweiten Zeile 
vom dritten ab, u.s. f. schliesslich die m Colonne zu benutzen, um alle 


a 
= u 
DRER: 


A, an 
an. en 


an 3 u pr EN BMI Je 5 de N “i iR era) 
a) En Er a a 
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id dd € 


Elemente der m‘ Zeile vom (m-+1)“" ab zu annulliren. Es ist evident, dass 
bei diesen Compositionen nicht bloss die Determinante A, sondern überhaupt 
alle diejenigen Unterdeterminanten, welche dureh Ränderung der Determinante 

= > +a,4,...4,, entstehen, und ebenso alle diejenigen Determinanten, 
deren Ordnung r = m ist, und welche den ersten r Colonnen entnommen 
werden können, ungeändert bleiben; d.h. das System dieser Determinanten 
ist ein System von Invarianten der aufgestellten Aequivalenz. Hieraus folgt. 
dass die Elemente 5, desjenigen Systems, in welches das System (a,) durch 
die angegebenen Uompositionen verwandelt wird, durch folgende Gleiechun- 
gen bestimmt sind, in welchen, wie im vorigen Absatze, die Bezeichnungen: 


) | | + | 
2” = |, ATI = \a | (4, 7=p+l, pi n) 
(„.1=1, Pi ®) (j En 
gebraucht sind: 
ee) u 0 PANNE 
1) 
/hN\ ie Ä 2° 
nn); 8, = Ad=n) (=1,2,...,m): 
(BR.\ m+1 
(B.) ä EHER, si in | 
(« " Ir; 2 Aa") ee y 
AN? ii \ 
\ Ar . ' 
(d.) b,, _ At 1) \ ] j /* 





Wenn man aber jetzt die Sätze (1l.) und (Il.) für das System (B.) 
ausspricht, in welchem alle hier in Betracht kommenden Determinanten 
denselben Werth haben wie im Systeme (A.), so stellen sie absolut nichts 
anderes dar, als Anwendungen des Laplaceschen und des bekannten Satzes 
über Systeme von Subdeterminanten auf das System: ia 

(0, rum 
Es ist ersichtlich, einen wie scharfen Einbliek passende Compositionen und 
Aequivalenzen in die wahre Natur dieser und ähnlicher Determinantensätze 
gewähren. 

Ich will zum Schlusse eine Anwendung des Satzes (l.) machen. 
welche sich bei der Lösung einer algebraisch-geometrischen Aufgabe ein- 
stell. Hat man zwei Rhäume (2—1)'" Dimension, so wird zwischen den- 
selben eine Oollineation eindeutig festgelegt, wenn (»-+1) unabhängigen 
Punkten des einen Raumes ebensoviele des anderen zugeordnet sind. Be- 
nutzt man homogene Coordinaten, so sind alsdann die Systeme: 


\ f 


(y) und (x”) 
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gegeben, und das System von n(n+1) linearen homogenen Gleichungen: 


(@.) ey) = Fa,ri) er 


h ae 


NrS 
3 
Ye 


N 
ist nach den »’+r2-+-1 Unbekannten a,, und 0” aufzulösen. 
Bezeichnet man in den Systemen: 
(2) und (yu) (909, ,2,...,W 


die Adjuneten von z{” und ys” resp. dureh X und Y®, so ist: 


(H,) zu’ =0, Zi Y®=0 Perl 
und: 
Zu0PXO = 0; 
ner 
folglich: 


EX ui pY“ (=0 1,2. 0). 
wodurch die Grössen go“ bis auf einen willkürlichen Proportionalitätsfaetor 
p bestimmt sind. Um weiter die Grössen a, zu berechnen, setzen wir: 


nn V ) r) 7 ( 
OX“ — X oy@ rn (a) > b=U1,2,.., *) 
Or!) bh > oym) _ 1=h,23..,0 
und finden hierdurch: 
(a) Yla) VO) 
2. yY } Al ( LS EN 2 ) 
RT a a 


Da aber hierin der Index b ganz willkürlich ist, so muss sein: 
yo YO X XO— X) X 


‚ a bat... 
- x) Xo)XG) u V £, aa ii ) 
Vergleicht man diese Identität mit der Identität (H.), so folgt, da 


(6) 7) « 4 „veN 
Arc = A\ —( Ist: 


BE an (6b) 
A FE — Al b 
und allgemein: 


(bb) vie ”(c) Be (\ (b ,Bdc=hu 1,2%... 08 
Pr DX IX“ Ä\ ) nee Ä xy e . 


Bei I 20 
Diese Determinantengleichung, welche sich hier ergeben hat, ist nichts an- 
deres, als ein specieller Fall des Satzes (l.). Man kann aus ihr durch Sum- 
mation die merkwürdige Relation ableiten: 


Ki b 0,1 
. Y+i,R Br =) 1,2, ..,0 
- XE) Xeb+1) a 0 ( k=1,2,..,% ): 


wobei der Index »-+1 durch 0 zu ersetzen ist. 
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Zur Theorie der periodischen Kettenbrüche. 


(Von Herrn Georg Landsberg.) 


. 
E: werde der Zähler und der Nenner des Kettenbruchs: 


durch Z,,, resp. durch N,, bezeichnet; dann ist: 


u v9 u 


T [4 r 4 ER (4 e 
Mn _— ARTE Z = K 0 Jur 


Bekanntlich sind auf einander folgende Zähler und Nenner der Näherungs- 
brüche durch die Relationen verbunden: 

(1.) Zur u 92H; Hh,Z41,— 

(T.) Z, 9,2415 + 212,42 


(11.) En 


Aus der Gleichung (1l.) leitet man leicht durch den Bernoullischen Schluss 
die allgemeinere Relation her: 


(II“.) BB ik Ä 


ku #J 


und hieraus fliesst die noch allgemeinere Gleichung: 


Z Z 
For, I For, 


p- 


(II1.) 11 (Rh,)Z,+10Fr41 -Z 
»—=g-+1 
Denn zufolge der Gleiehung (II“.) ist die Summe: 


P 
r z 
Z,; 1,g 1 


= u4 


Ayers WR N 1 (- Rn 


ut1 % 


7 ( h 


H 


+Z 11 A (—h,):Z.4ı TR h, 
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in welcher «u irgend einen Index <-p bedeutet, identisch mit der ver- 
schwindenden Determinante: 


l ZREe Zee Z, rar zZ +18 
. Zn ZR Zn Ze 
Z, Hip Z, Hl,q Durss Z His! 


Die Gleichung (IIl.) ist eine Verallgemeinerung derjenigen Relation, welche 
Kronecker für Kettenbrüche mit den Theilzählern —1l angegeben hat*); 
sie enthält alle früheren Relationen in sich, denn es gehen die Gleichungen 





(1.), 1°), AI“) aus ihr hervor, indem man entweder g=r—1, s=r-+1 oder 
r= g+l, p=g-1 oder bloss p = qg-—1 setzt. 

Nach Darlegung der Fundamentalgleichung, welche für die allge- 
meinen Kettenbrüche in Geltung ist, soll die Untersuchung auf die perio- 
dischen Kettenbrüche dieser Art beschränkt werden, und zwar sollen hier- 
bei vorzugsweise die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen der Gon- 
vergenz und die Beziehungen, in welchen die Kettenbruchentwickelungen 
eonjugirter Wurzeln quadratischer Gleichungen stehen, ermittelt werden, 
Voraus sei hierbei bemerkt, dass, wenn zwei unbestimmte Variabeln y und 
y, durch die lineare Relation: 


(1 \ y u. 3 h, . ZuY, +2Z,—ıhn 
all, I h.—ı N, +N,„-ıh, 
Bun Y 
I f h, 
In 1 y, 


mit einander verbunden sind, für die Umkehrung offenbar die Kettenbruch- 


entwiekelung gilt: 


7 h, h, Za-1—yN, 1) 
2) -= Mn en 
h, —1 Zu—y N, 
h—ıT h 
Gn-.t°4+ ‚ h 
Ir ’ 
9% 
Dabei mag in den Formeln (1.) und (2.), wie überall im Folgenden, bei E 


solchen Z und N, welche nur einen Index haben, der vordere Index 0 E 
hinzugedacht werden. 


*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie vom 14. Februar 1575, 8.7 
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Liegt nun der periodische Kettenbruch vor: 
(3.) y=9+-— 


h, 
In- | h 


Gut 


mer 
dessen » Theilzähler und T'heilnenner A, und q,_, (z=1,2,...,») rationale 
Zahlen sein sollen, so darf kein Theilzähler A und dürfen nicht alle Theil- 
nenner g verschwinden. Hingegen braucht keineswegs der Fall ausge- 
schlossen zu werden, in welchem die Nenner einzelner Näherungsbrüche 
verschwinden; denn man kann alsdann formal mit Zähler und Nenner eines 
solchen Näherungsbruches weiterrechnen, und die Möglichkeit der Uonver- 
genz geht noch nicht verloren. In jedem Falle muss, wenn die Reihe der 
Näherungsbrüche des Kettenbruches (3.) eonvergirt, der Grenzwerth eine 
der beiden Wurzeln &, und &, der Funetion zweiten Grades sein: 


(4.) N, 2° + (h, N _ — Z,) — h,Z, - N vo Eee — &\ | 


i n \* 


Die Diseriminante dieser Funetion: 


5) (N,.-Zy+4h,.N,Z_, = (N, .+Zy-411 (—h, 
xe=1 
soll mit D bezeichnet werden. Wir unterscheiden nun mehrere Fälle und 
setzen zunächst N, von Null verschieden voraus, so dass die Funetion (4. 
wirklich bis zum zweiten Grade aufsteigt. 

A. Ist D>>0, sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung also 
reell und ungleich, so ersetze man den unendlichen Kettenbruch (3.) dureh 
den endlichen Kettenbruch (1.) und forme diesen mit Hülfe der quadratischen 
Gleichung folgendermassen um: 


y—_ y—_ 
(6.) . i gun M, 71 3 
Yy—-5 a 7 
hierbei ist: 
(7) u _ ZEN _ Mala Zen) 
un . = Zu un 2 N, “ Zu& 4 h.Z. 1 


- 


Die Grösse M, hängt also mit 5 durch eine lineare 'Transtormations- 


o der Wurzeln in den 


oO 


gleichung zusammen; sie geht bei einer Vertauschun 
reciproken Werth über und ist selbst Wurzel der folgenden quadratischen 
Gleichung, welche man durch eine leichte Rechnung findet: 
na Dx 
(8.) (r—1)' zu r - (x | .. ı)s 
IIK x) 
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Da D von Null verschieden ist, so hat diese Gleichung nur dann zwei gleiche 
Wurzeln, wenn: 


D=—-4f1(-h,), 
x—1 
also ,=M,=—1 ist. Diesen Fall vorläufig ausgeschlossen, muss die 
eine Wurzel der reciproken Gleichung (8.) ihrem absoluten Betrage nach 
nothwendig kleiner, die andere grösser als 1 sein; wir dürfen daher |M|<1 
annehmen. 


richt man jetzt den Kettenbruch (3.) nach dem (ma+r)ten Gliede 


ab (r=1,2,..., 2), so berechnet man diesen Näherungsbruch, indem 
man zuerst die Transformation (6.) m-mal anwendet, sodann in die Gleichung: 


9.) u ee 
5 Ym Sa 
für y,„ den Kettenbruch: 
u Z, | 
+ | ni — N, (r=1.2%,...,n) 
Aıt:+ g, 


einsetzt, und die entstehende lineare Gleichung nach y auflöst. Da aber 
lim AM =0 ist, so wird bei hinreichend grossem m der Näherungsbruch von 
5, beliebig wenig differiren, gleichviel welcher der » Werthe - in der 
Gleichung (9.) für y, gewählt werden möge. Die Wurzel &, ist hierbei 
vollständig dadurch charakterisirt, dass sie mit der absolut kleineren Wurzel 
M, der quadratischen Gleichung (8.) durch die Transformationsgleichung (7.) 
zusammenhängt; da aber die Gleichung (2.) nur die Umkehrung von (1.) 
war und somit bei Iteration ganz ebenso auf die Gleichung (9.) führt, so 
muss der periodische Kettenbruch: 


\ hn 
(10. 


In—ı + 


9 h, 
Y9r In-ıt 

nothwendig gegen die negativ genommene Wurzel $, eonvergiren. Fassen 

wir zusammen, so haben wir den Satz: 


Sind die Voraussetzungen erfüllt: 


a) N,#0; D) D>0; e) D+4 I1 (—h,)+0 oder h,N, ,+Z,#V, 
1 
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so convergirt der rein periodische Kettenbruch (5.) gegen diejenige Wurzel 
der quadratischen Gleichung (4.), welche mit der absolut kleineren Wurzel der 
quadratischen Gleichung (8.) durch die Gleichung (7.) zusammenhängt, der rein 
periodische Kettenbruch (10.) gegen die negativ genommene andere Wurzel. 
Dieser Satz erleidet jedoch eine bemerkenswerthe Ausnahme, aut 
welche Herr Thiele an dem Beispiele des sechsgliedrigen periodischen 
Kettenbruchs mit den T'heilzählern kA, = 1 und den Theilnennern: 


och el geh 9=—-L, =—L 9 l, Hm =9 


hingewiesen hat*). Wenn nämlich zufällig einer der ersten » Näherungs- 
gi: 
N, 
Gleichung (9.), dass alle Näherungsbrüche, deren Index mod. » dieser Zahl r 


brüche (r=1,2,..., n) gleich der zweiten Wurzel S$, ist, so zeigt die 


congruent sind, ebenfalls gleich S, sind. Es kann also in diesem Falle 
geschehen, dass ein Theil der Näherungsbrüche, deren Indices um » von ein- 
ander abstehen, durchweg gleich $, sind, während die anderen Näherungs- 
brüche gegen den Grenzwerth 5, convergiren, so dass die Reihe im ge- 
wöhnlichen Sinne des Wortes nicht mehr convergent genannt werden kann. 
So convergirt die heihe der Näherungsbrüche des Thieleschen Kettenbruchs 
im allgemeinen gegen den Grenzwerth °; es treten aber, wie weit man 
auch gehen möge, immer wieder Näherungsbrüche auf, deren Werth gleich 
1 ist, nämlich alle diejenigen, deren Index 4 (mod. 6) ist. Ich erwähne 
in dieser Beziehung den dreigliedrigen periodischen Kettenbruch: 
| 


u. 


2 = 1- 
n 


TR. 


| 1 


| 


welcher folgende Eigenschaften besitzt: Jeder Näherungsbruch, dessen Index 
=] (mod. 3) ist, öst = 1, jeder Näherungsbruch, dessen Index 2 (mod. 3 
ist, ist = (0, die Reihe der Näherungsbrüche, deren Index durch 3 theilbar 
ist, convergirt gegen den Grenzwerth 1 oder gegen den Grenzwerth 0, je 


nachdem der absolute Betrag von » grösser oder kleiner als 1 ist; wenn 


*) Bemärkninger om periodiske Kjädebrökers Konvergens. Zeuthens Tidsskritt. 
Ser. 4, Bd. III. Da mir diese Note nicht zugänglich wurde, so kann ich dieselbe nuı 
nach dem Referate in Band 11 (1879) des Jahrbuchs über die Fortschritte der Mathe- 
matik ceitiren. 
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»—= —1 ist, so erhält jeder dritte Näherungsbruch den Nenner 0, wenn 
» = 4-1 ist, so erhält jeder sechste Näherungbruch den Nenner 0, während 
jeder Näherungsbruch, dessen Index == 3 (mod. 6) ist, gleich 4 ist; in beiden 


Fällen tritt also Divergenz ein. 


Betrachten wir jetzt den bisher ausgeschlossenen Fall, in welchem 
a) N,#0; b) D>0; e) D+4M(—h)=0 oder h,N,.,+Z, = 0 
x—1 


ist, so ist aus der Gleichung (9.) ersichtlich, da M, = —1 ist, dass die Reihe 
der Näherungsbrüche zwischen einer endlichen Anzahl verschiedener Werthe 
oseillirt, so dass von Convergenz im allgemeinen nicht die Rede ist. Dieser 
“all gehört seiner Natur nach bereits zu dem folgenden, in welchem: 

b. N,#0, D<0, die Wurzeln der quadratischen Gleichung (4.) 
also imaginär angenommen werden. Die Formel (7.) zeigt nämlich, dass in 
diesem Falle |M| =1 ist; setzt man also M, = e, so erhält man für y=n 
den letzten Fall der vorigen Nummer. Die Gleichung (9.) zeigt, dass alsdann 
A 


für wachsendes m die Amplitude von - um Vielfache von g zunimmt. 


In Win 


Wenn daher die Diseriminante der quadratischen Gleichung (4.) negativ ist, so 
divergiren die Kettenbrüche (3.) und (10.). 


C. Ist #0, D=0, so leitet man aus den Gleichungen: 


(11.) N,@+(h,N,  —-Z)c—h,Z,_ = N,(2-9)", 
h.N,.—Z, = —2N,s, 


—h,2u_ . N, yä 


Fe. " 
jpc 
DD 

a 


(h,N,_ +2,” = 4 11 (—h,) 





x—1 
für y und y, leicht die Beziehungen ab: 
/ N 
(13.) | | Yan) | 
N) ar 
oder 
1 l N, 2N,, 
13°.) "Zhiage: . = — - (221,2 ı) 
ur5 „.—t ya h.) h, N, ı+Z2, 


Hieraus zieht man, ähnlich wie in Nummer A. den Schluss: Wenn die 
Diseriminante der quadratischen Gleichung (4.) verschwindet, so convergiren 
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sowohl der Kettenbruch (3.), wie der Kettenbruch (10.) gegen die Wurzel der 
Gleichung. 
D. Ist N,=0, so nimmt die Gleichung (1.) folgende Gestalt an: 
I Zuy, + InZn-ı 
Im h„N.—ı u 


n 


oder wenn h,N, ,—Z, von Null verschieden ist: 


(14 \ ni u; Z, (: hn Zn | 
B ee: EN. \MT N 2 


Zutolge der Relation: 
1 
Pe ze N n 1 —— II (— h,) 
x—1 


. ’ . Z, r . . j j 
ist der auftretende Factor EN von Null und Unendlieh verschieden: durch 
! 1 


n+’n 


| 7 


Iteration der Transformation (14.) ersehliesst man daher. wie vorher. den Satz: 
\ / 
Venn die Gleichung (4.) linear wird, so convergirt diejenige der beiden 
Wenn die Gleichung (4.) | I, so convergirt diejenige der beid 
2 ntwickelungen (3.) und (10.). für welche der absolute Betraq von 
Kettenbruchentwickelungen (3.) (10.), g 


Z, ö uni h 
i ir kleiner als 1 ist, gegen die Wurzel der Gleichung, während die andere 
n IYn—1 . , 


divergirt. Wenn N, ,=0 und Z,+h,N,_,=0 ist, so erkennt man leicht, 
dass beide Entwickelungen divergiren. 








Sur la determination des lignes dont le rapport de la 
courbure A la torsion est une fonetion donnee de Tare. 


(Par M. Geminiano Pirondini a Parme.) 


On sait que M. Bertrand a, le premier, demontre que toute ligne 
dans laquelle le rapport de la courbure A la torsion est constant, est une 
helice. Ce theoreme et son reciproque definissent d’une maniere tr&s nette 
une famille de lignes. 

Dans cette note, je vais envisager la question generale, «’est-A-dire 
la determination des lignes dans lesquelles le rapport de la courbure A la 
torsion est une fonetion donnede de lare, et je fais plusieurs applications 
aux cas partieuliers les plus remarquables. 

Lorsque A une relation - — f(s), f(s) @tant une fonetion donnde de 
are, correspondent toutes les courbes d’une certaine famille F et seulement 
celles-ei, nous dirons que la relation susdite caracterise la famille F. 


Bi 

Soit L une ligne geodesique de la surface developpable X dont 
l'arete de rebroussement est Z,; designons par s, 0, r, ? Varc, le rayon de 
courbure, le rayon de torsion et linelinaison de L sur les generatrices recti- 
lignes de &. 

Si l’on deroule la surface F sur un plan, la ligne /, se reduit A 
une ligne plane A, et L a& une droite; que l’on prenne cette droite pour 
axe des x et sa perpendieulaire ä l’origine des arcs s pour axe des y. Ona: 

zdy—yda 
dy 


f 


d’ailleurs, si Von rappelle que pour toutes les geodesiques d’une surface deve- 


loppable on a la relation: 


0 ’ 
= ots. 
r ä 
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Dr 
u 
nn 
— 


on peut eerire legalite: 
0 dx 


r du 
Nous avons done le theoreme: Si, relativement a une ligne a double cour 


. 


bure L, le rapport est une fonction donnee y(s) de are s, la ligne plane 


A,, a laquelle se reduit larete de rebroussement L, de la surface developpable 
rectifiante de L, lorsque cette surface se deroule sur un plan, verifiera [ equa- 


tion differentielle: 


dx  zdy— ydı 
\ — J . f 
(1.) dy A dy ) 


Que l’on suppose reeiproquement que la ligne plane 4, soit representde 
par l’equation: 

y = vie) 
et que le plan de la ligne soit reduit & une surface developpable moyennant 
une suite de flexions infinitesimales autour des tangentes de 4A,; soit L la 
ligne & double courbure & laquelle se r@duit laxe des x. On a: 


2.) ee ED EU. u'(a); 


dy w' (x) 0 dx 
. . „_. /0 ’ . 
et si l’on designe par 2 = fi -) la valeur de x que l’on obtient par la 


, 
r 


resolution de la deuxieme &quation (2.), on deduit 1’ 


8) = )- Eule) 


Il subsiste done le theoreme: Si le plan d’une ligne A, representee par 


oalite: 


bee) 


lequation y=w(x), est reduit ü une surface developpable, moyennant une 


suite de flexions infinitesimales autour des tangentes de A,, la ligne I, a la- 


\ 


quelle se reduit Taxe des x, verifiera la relation (3.), r( --) etant la valeur 
de x que Fon derive de la deuxieme equation (2.). 
sul. 

Bien que l’on puisse tirer parti de ce que l’on demontrera au $ Ill. 
les proprietes exposees suffisent, A elles seules, pour la resolution du pro- 
bleme propose. 

A cet Egard on doit remarquer que, si l’&quation integrale generale 
de (1.) represente une suite de droites, aucune de celles-ei ne peut @tre 
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la ligne plane 4,; la ligne demandee est ordinairement l’enveloppe de ces 
droites et son &quation est lintegrale singuliere de (1.). 
Exemple I’. Si _- - +b, a et b £tant des constantes, on deduit 
de Vequation (1.): 
(a+y)de = (b+2)dy, 
d’ot par integration: 
b+r = c(a+y), 
ce etant une constante arbitraire. 
(Juelle que soit la valeur de e, l’equation que on vient d’Eerire repre- 
sente une droite passant par le point fixe dont les eoordonnees sont: 
e=-b, y=-a. 
La ligne plane A, se reduit done a un point et la surface developpable 
ZZ a un eöne., 
On ne peut pas, dans ce cas, d@montrer la propriete reeiproque par 
Vapplication du deuxieme theoreme du $ I; mais il est bien facile de de- 
montrer que pour toute geodesique d’un cöne on a: 


+; 
tangi = — +b, 
a 

d’ou Fon deduit l’Egalite: 

6 h 

BEER 
- . 0 Ss u. : . j a 
Done: La relation —- = az b caracterise completement la ligne geodesique 

ä d 


d'un cöne. 
On reconnait aisement que, dans cette Egalite, la eonstante a repre- 
sente la plus eourte distance entre le sommet du cöne et la geodesique. 
le theor&me que l’on vient de demontrer, est bien remarquable; si 
l’on suppose a= x, la surface devient un eylindre et V’Egalite precedente 
P 


revient A la suivante: — eonstante, qui exprime le theoreme bien connu 


de M. Bertrand. 


Exemple 2". Considerons, avec plus de gen£ralite, les lignes dans 


( 0 ) a 
r Tier Mr, 


lesquelles on a: 


a et m etant des eonstantes. 
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L’equation differentielle (1.) nous donne: 


„APR 2 ie 
Er al 2) 


oenerale est: 


dont Yintegrale @ 


y= cer—ac"“, 
(e €tant une constante arbitraire), tandis que lintegrale singuliere est: 
/ Y um ( r b Sag 
A : nn . 
m ) \m+l- 
Si l’on remarque que la premiere equation represente une suite de droites, 
on eonelut que la ligne plane A, sera representee par la deuxieme &quation. 
Il faut cependant s’assurer que la propriete r&eiproque a lieu: cela 
n’offre pas de diffieulte, puisque si dans le deuxieme theoreme du $ 1 
on suppose: 
) : ae N 
v(r)=y=a”.m: 
\ ) Y (— +] 


on arrive, apres quelques caleuls, a l’equation: 


f O ” a 


\r/ 75 
d’olı nous sommes partl. 
On a done le theoreme: La ligne la plus generale L pour laquelle est 
verifiee la relation 


a a 
Os 


enire ses rayons de courbure et larc, est caracterisee par la propriete que 
Varete de rebroussement L, de la developpable rectifiante, lorsque cette 


surface se deroule sur un plan, se reduit a la ligne plane A, definie par 


l’equation: 
a( 33 ER ui 
m N m-+- 1 


et la geodesique L a laxe des x. 

Ce theoreme donne une construction geometrique des lignes dont on 
vient de parler. 

Öas partieuliers. Si l’on suppose successivement m= 1, m=—2., 
m = —1, on aura respectivement: 
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L’arete de rebroussement Z, de la developpable rectifiante =, apres le 
developpement de la surface sur un plan, devient la parabole: 


y= r 

ee da 
ou bien la parabole: 

y = —J4ar, 
ou bien l’hyperbole &quilatere: 

—4ry = a. 


La ligne geodesique Z de F se reduit respectivement & la tangente de la 
premiere parabole au sommet, ä l’axe de la deuxieme parabole et A une 
des asymptotes de I'hyperbole. 


$ IH. 


Nous allons maintenant determiner les rayons de courbure et de 
torsion @,, r, de l’arete de rebroussement de la developpable & au moyen 
des rayons o, r de la geodesique. 

Nous nous rapportons, pour cette determination, & la figure que l’on 
obtient en deroulant F sur un plan; si sur ce plan le choix des axes de 
eoordonnees est fait de la maniere que l’on vient d’indiquer au $I, les 
eoordonnees z,. y, d’un point quelconque de la ligne 4, seront: 


2, =s+T.cosi, 9, = T.sin;, 
T etant la distance entre deux points correspondants des lignes Z/, L. La 


determination de T s’effeetue d’une maniere tres facile, et l’on aura: 


X m. uni 
(4.) F = 


di 
ds 


Si done s, est l’are de 4A,, il resulte: 


bi ) ds, ar dT 
(2. — C08St+ 
’ ds ds 
et consequemment: 
1 . di 
’ sin?- 2 cos?- 

d’x, ds Tl ds 
" Be a Sc 
cost r cosi-- — 
ds ds 


l,e rayon de courbure de la ligne A double courbure Z, est aussi le rayon 
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de courbure de la ligne plane 4,, et les dernieres formules nous donnent: 
dT 


ds 


+ cost 

di 

ds 

Quant & la determination de r,, on doit remarquer que les normales prin- 
cipales de Z sont paralleles aux binormales de Z, et par consdquent: 


0, = 


Is 1 | 
ds, r V N .ds. 
r, ‚. 
Si l’on rappelle l’egalite (5.), on deduit d’iei: 
u ER 
da +- COS? 
1, = 


et si aux formules que l’on vient d’eerire, on ajoute l’autre: 

tangı = "a 
on a le theoreme: Le rayon de courbure o,, celui de torsion r, de laröte 
de rebroussement L, de la developpable rectifiante d’une ligne ü double cour- 
bure quelconque L, et la distance T entre deux points correspondants des 


lignes L, et L sont donnees par les equations suivantes: 





| m) / . F \. dTı \ | ’rYr \2 AT; 
Hy1+Hl, / ds Pre, ds \ 
© Po r a Bön 2 
o I+—) 
QD ’ 
6. | ( 
6) ya 
M d; r\ 
ds \ 0 / 
$ IV. 


Applieations des formules du $ II. 

e) On peut donner une autre d@monstration du remarquable theoreme 
du $ Il, en se rapportant aux &quations (6.); en effet, la condition necessaire 
et suffisante pour que la surface developpable & soit un cöne, est que la 


ligne 1, se reduise A un point, condition qui n’est autrement remplie que 
par va =n=0. 


>L” 
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Or, si Von pose pour simplifier : = d, les formules (6.) nous donnent: 


ER (1409)3(20°— 0”) 20:00") 
\ ‘ .) O,) = ME . . rı, De TE ; 


on doit done avoir: 


— 


00" = 20". 


y. f F ,y» 
Si#®=0, ona a eonstante et la courbe est une helice; ce cas peut 
etre laisse de cöte. 
Si # >0, on peut &crire: 

0" 20' 

0 0 
ce qui donne: 

! 2 

log = log#’—-loga, 


a etant une constante. On deduit de cette Egalite: 


dd er ds 
Je Ti 
d’ot par integration: 
l x 
2 g zu ni , 
0 r a 


c'est bien la relation qui caracterise les geodesiques d’un cöne. 
P) La condition T= constante = a, & cause de (4.), equivaut A l’autre: 
di ds 


— 


Li; 
/ 


sin? a 


d’otı par integration: 
tangli = ke“, 


k &tant une eonstante quelconque. On obtient diiei: 
g 1 ie 2 : 

eti=—- = e “— ke’), 

r 2k ( ); 


ce qui donne: La relation que lon vient d’ecrire, caracterise la ligne a double 
courbure a laquelle se reduit Tasymptote d’une tractrice, moyennant une suite 
de flexions infinitesimales du plan de cette ligne autour de ses tangentes. 


Les &quations (7.) nous donnent: 
r 20° 00" 


vU 


r 0° 
et puisque 6, ainsi que 0 et 0", sont invariables dans toute flexion de la 
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developpable rectifiante conservant les generatrices rectilignes, on peut dire: 
Le rapport du rayon de torsion d’une ligne quelconque au rayon de torsion 
correspondant de larete de rebroussement de la surface rectifiante est invariable 
pendant toute flexion de cette surface effectuee de maniere a conserver les 
generatrices rectilignes. 

+ 4 . r 

Si Fon cherche les lignes pour lesquelles le rapport est une 
constante A, on doit integrer l’&quation differentielle: 

2-6" = 0". 


SI # 0, ce que Von peut bien supposer, il viendra: 


i Ö' g'' 
e-H, = 7; 
d’ot par integration: 
u = ee, 


m €tant une constante. ÜCela pose, il y aura deux cas A consid£erer. 
I’. Soitt k>1. En &erivant: 
0 ,d6 = m.ds, 
une nouvelle integration nous donne: 


@1 = —ıh, 


a 
a et h etant des constantes arbitraires. 
On peut toujours supposer A= (0, par un choix convenable de l’origine 


de l’are s; en rappelant de plus que 6= —-, on peut &crire: 
0 


> 


e) -: 

r er 

Si l’on compare cette @quation A celle que l’on a obtenue A l’exemple II. 
du $S II, on aura le theor&me: 


Les lignes pour lesquelles la relation a lieu: 


0 m 2. A 
u N 
(lignes que l’on a determinedes au $ II) sont caracterisces par la propriete 


r R one 
que le rapport " de leur torsion a celle de larete de rebroussement de la 


developpable rectifiante est une constante k; cette constante est definie par 
legalite k = 1-+m. 
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IT. Soit k=1. L’&quation A integrer devient: 
0 = md, 
d’ot: 
0 = n.e", 
» etant une constante; on aura done dans ce cas: 


r et MS 
. N . e a 


c’est-A-dire: 
d m+ -_ An 
= ne rt 
Cette &equation a pour integrale generale: 


1 
y= ejw+log(”) |, 


qui represente une suite de droites; celles-ci enveloppent la ligne re- 
presentee par lintegrale singuliere, que l’on obtient par l’elimination de 


dy i . . 
7, entre les deux &quations suivantes: 
l dy \ 1 dy 1 dy 
2 oon—] — loo —=(): — (: ba A ) or E; 
m (1 n > de / Y log de "m logn dx 


Et puisque cette @limination nous donne: 


» 


n mc—|1 


-.—”, 


m 


on aura le theor&me: La ligne a double courbure a laquelle se reduit Üasymptote 


BE Bi LEGE 
de la ligne logarithmique y = en. .% ', par des flexions infinitesimales du plan 


de la ligne autour de ses tangentes, est la seule dont le rayon de torsion soit 
egal au rayon de torsion de larete de rebroussement de la developpable recti- 
fiante. Une telle ligne est aussi caracterisce par la relation: 

i 


ms 


= Ne. 


Uas partieuliers. Si, conform&ment aux cas partieuliers du $ II, 
nous faisons successivement m = 1, m = —2, m = — |, on aura respecetivement: 


=, k=—l, k=l. 


Done: Les lignes a double courbure auxquelles se reduit la tangente 


a une parabole au sommet, Taxe d’une parabole et une des asymptotes d’une 
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hyperbole equiatere moyennant une suite de flexions infinitesimales du plan 
de ces coniques aulour de leurs tangentes, sont caracterisees par la propriete 


p 
0 


que le rapport de la torsion de la ligne a celle de larete de rebrousse- 


ment de leur developpable rectifiante est respectivement egal a 2, —1, ! 


s V. 


. . . \ . R r" u a 
Si l’on rappelle la formule (4.) et lautre tangi = E legalite (9. 


et la premiere des relations (6.) nous donneront: 


RAY a „fd ; 
2cosi( —sınt = Zcose\ / —sın 8 
ds - ds‘ ds / ds’ 
de, = —— Be = — 
( di ) ( di \' 
/ 
ds - ds / 


Ges formules peuvent s’appliquer aussi lorsque la developpable rectifiante 
de la ligne a et deroulde sur un plan; on peut done resoudre le probleme 
de determiner la ligne plane enveloppee par une droite mobile tournant 
autour diun de ses points, pendant que celui-cei se deplace sur une 
droite donnede. 

En effet, si l’on suppose: 


f(s) etant une fonction donnee de s, on aura: 


2 ] e 2 z 1’ P 
2eosf- ( = ) —sinf- 4, 


ds ds‘ i 
s,> — .ds+k, 
( df \“ 
‘ ds / 
e’est-A-dire: 
sin I / N 
(8.) „> + / eosf(s).ds Hk, 
df 
ds 


k etant une constante arbitraire. 
Que l’on suppose d’obtenir, par la resolution de (8.) par rapport A s: 
s = ps); 


il resultera alors: 


OÖ, 
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@'est-A-dire: 


9.) 1 __ dys,) | df 


Be ds 





vo s=9(s,) 

On a done le theor&me: La courbe enveloppee par une droite mobile 
qui tourne aultour dun de ses points, avec la vitesse v,, pendant que le point 
se meut sur une droite fixe D avec la vitesse v,, est representee en coor- 
donnees intrinseques @,, s, par lequation (9.). p(s,) elant la fonction que Fon 
obtient par la resolution de l’equation (8.) par rapport a s. 

Dans ces relations s represente la distance entre un point fire de D 
ei le point ou D est rencontree par la droite mobile, et la fonction f(s) est 
lice aux vitesses v,, v, par la relation: 


df(s) & 


ds v, 
Pour voir quelle est la position de la droite D par rapport A l’enveloppe 
A, de la droite mobile, on doit remarquer que cette droite, dans le mouvement, 
vient A coineider avec D; si Von suppose ö=0 et si l’on designe par s, 
une solution de l’equation: 
fs) = 0, 
V’equation (8.) nous donne: 
(RE 7,5 7 + / e0sf(9).ds+ k 
ds ER 
Cette egalit@ nous offre la valeur o de l’arc s, de la ligne A, correspondant 
a un point dans lequel la tangente coincide avec la droite fixe D. I ya 
autant de ces points partieuliers que l’&quation f(s) = 0 a de solutions reelles. 
Le theoreme que l’on vient de demontrer, peut servir aussi pour la 
resolution des problemes dont il s’agit dans cette note. 
Exemples. «) Si l’on suppose: 


a etant une constante, on aura: 


Ss 
f u" 
$ = 2“: b. 
fe) = I+b, 
b etant une constante que l’on peut supposer = 0, sans perdre de generalite. 
La relation (8.) nous donne: 


. Ss. 
$) = 2a.sin ( ), 
a 
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)) \ 
d’ou: 


. $ 
s —_ a.aresin( ey ); 
„a 
et l’equation (9.) devient: 
0, = V4a’—s;; 
on reconnait iei l’equation d’une eyeloide dont le cerele generateur a le 


rayon 5° 
L’equation f(s) = 0 a pour solution: 
sen, =V, 
et V’equation qui exprime s, nous donne: 
u, =VUV. 


La droite D est done tangente de la eourbe A, A l’origine des ares s,; mais 
on reconnait aisement que cette origine est le sommet de la eyceloide, puisque 
pour s,= V) on a: 


Done: La ligne enveloppee par une droite tournant autour dun de ses points, 
tandis que celu-ci se deplace sur une droite fixe D, avec la condition que 
le rapport de la vitesse de translation a celle de rotation soil une constanle a, 
est une cycloide engendree par un cercle dont le rayon est Ja; la droite D 
est la tangente au sommet de la ligne. 
Si l’on remarque que: 

- — eoti = cotf(s) = cot( - }, 

on a le theoreme: La ligne a double courbure a laquelle se reduit la tangente 
au sommet d’une cycloide, par une suite de flexions infinitesimales du plan de 
Ss 


Br. i 0 f 
cette courbe autour de ses langentes, est caracterisee par la relation “- = cot\ 
« r A 


a 
, 


P) Si Von prend: 


. .% $ 
i=fle)= arc.cos( ), 
> 
la formule (8.) nous donne: 
Is" 


Ya 


sm = 
m &tant une constante; on en deduit: 


= Y3a(s,4m) = gs), 
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et par application de la formule (9.):; 
/9 ‘ a Si 2 > en Be 
0, = — V2m(da— 2m)+2(3a —4m)s,— 45). 
Si ’on suppose 3a—4m=0, ce qui ne fait pas perdre la generalite, on obtient: 


2a / 3a ./ 9a? 
„Bin, | 5) \Sot 4 1, —| 4 

On reconnait d’iei que la ligne A, enveloppee par la droite mobile, est une 

hypoeyeloide dans laquelle le cerele fixe et le mobile ont respeetivement pour 

a 

2 


ravon a, 
l.’equation f(s)= 0, qui devient dans ce cas: 


arecos( : ) = U, 
a 
a pour solution: 
so.,=6, 
ce qui nous donne: 


a 


17) ' 
g a consequemment =). 


$) a 


La droite D est done une des tangentes de rebroussement de l’enveloppe. 
Uonsequemment: La ligne enveloppee par une droite tournant autour d’un de 


ses points, tandis que celu-ci se deplace sur une droite fixe D, suivant la 


loi exprimee par legalite i= arc cos -); est une hypocycloide dans laquelle 
a ( 


[3 


» x . 3a 
le cercle fixe possede le rayon a et le cercle mobile le rayon —, 


: la droite D est 


une des tangentes de rebroussement de Uhypocyecloide. 
Si l’on remarque que dans ce cas on a: 


E Ss 
= ol = — a 


Ya’—s’ 


“ 


on peut Enoncer le theoreme: La ligne a double courbure a laquelle se reduit 


une des tangentes de rebroussement d’une hypocycloide, dans laquelle le rayon 


15) 
a : . 877 ’ ’ 
du cerele fire est a et celui du cercle mobile est -, , par une suite de flexions 


_ 


infinitesimales du plan de cette courbe aulour de ses tangentes, est caracterisee 


par la relation: 





R ee 
FE RE EEE ST Er 


ET REN 





a er ee ze 
N Er Hg Tor ee Er & “ una 


ER riR Ne SE u 
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$s vl. 
L’equation (5.) multipliee par ds et integrde donne: 
4 ds BR: 
(10.) $, = k & 1 B, 


k etant une constante queleonque et T &tant donne par la troisieme des 
equations (6.). Supposons que l’on ait determine une famille de lignes A 
double courbure Z, definies par une relation: 


! 


p(Sy, O0), !ıs O1. Ns .. y — 0) 


entre l’arc, les rayons de courbure et de torsion et leurs derivees suecessives 
par rapport a l’are. 

Les @quations (6.), (10.) nous font eonnaitre une autre famille complete 
de lignes definies par une autre relation, que l’on obtient aisement de la 
preeedente. 

Exemples. Si l’on pose la condition: 


a etant une constante, les &quations (6.) donnent: 


| l d r\ 
BER Ben Be 
(11.) a} tn j,  wetang 


reeiproquement cette derniere relation conduit A la premiere. 

Done: La relation (11.) caracterise les lignes geodesiques d'une surface 
developpable dont larete de rebroussement est une helice quelconque. 

Si l’on suppose que pour la ligne Z, une @quation de la forme (11. 
soit verifice, on aura pour la ligne L: 





KO EI LO 
| ‚ r y Ar art to | Er | i 
“ +5 J "ig | ' 


et r&eiproquement. Done: La relation que lon vient d’eerire caracterise les 
geodesiques de la surface developpable, dont larete de rebroussement est une 
geodesique quelcongue d’une autre developpable, dont larete de rebroussement 
est une helice arbitraire. 


DV 
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Posons la eondition: 


a etant une constante; le proce&de que l’on vient d’exposer nous donne pour 
la ligne Z: 


Ad» 


rer) BL rk). he 5 de + eonst. 
oe rn 


Done: La relation que lon vient d’ecrire caracterise les lignes geodesiques d’une 
surface developpable, dont larete de rebroussement est une ligne geodesique 
dun cöne quelconque. 

Ues exemples suffisent pour demontrer que, dans certains cas, on peut 
determiner des familles de lignes caracterisees par une relation entre les 
rayons de eourbure et de torsion et leurs derivees par rapport A lVarc. 


s VI. 

Les relations que l’on a determindes au $ VI sont verifiees pour toutes 
les geodesiques de certaines surfaces developpables. Mais il peut arriver qu’une 
relation partieuliere ne soit verifide que pour certaines geodesiques d’une 
developpable; cela a lieu, par exemple, en plusieurs cas consideres aux 
ss II, IV, V. On peut alors se proposer de determiner la relation plus 
generale qui caracterise toute autre geodesique de la m&me surface deve- 
loppable. 

Soit L une geodesique de la developpable &, caracterisee par la 
relation 


= fe), 


7 


et soit Z, une autre geodesique quelconque de 3; designons par sı, O1, "ı, 
i, Varc, les rayons de courbure et de torsion de L, et l’inclinaison de cette 
ligne sur les generatrices rectilignes de >. Si « est l’angle forme par les 
gcodesiques Z,, L, on a: 


cot?, cota+]1 
cot@— cot?, 


coti = cot(ü, —e) = 
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et consequemment: 


) 


sin@-+ -! cos@ 
0 r 
(12.)  — 
r u; 
cos@ — -! sin« 
- 


l 


Allons determiner la relation entre s, et ss. Que l’on deroule la surface & 


sur un plan et que l’on prenne deux systemes d’axes de coordonnees o(z, y), 
0,(&,,yı) ehoisis, par rapport aux lignes Z/, L,, de la maniere que l'on a 
indiquee au $ 1. 

Entre les coordonnees x, y et les autres z,, y, d’un point queleon- 
que de la ligne plane A,, ä laquelle se reduit l’ar&te de rebroussement de 
=, ont lieu les &galites: 

=, = m+rcosa-—ysine, y=n+zsina+ycos«, 
m, »n &tant les coordonnees de o, (origine des arcs s, de ZL,) par rapport 
au systeme o(z,y). Par consdquent: 
dx 


dy 


s+(msine—ncose) 4(mcosa-nsine, 
z,dy, —y,de, 
$; = ] =. 
dy, dx 
dy 


sin@+ cosa« 


et si l’on se rappelle que: 


dx 0 “Fr 
—— — f ($). 
dy r 5 
il vient: 
(13 ) mcosa-+nsin@-+s+(msina—ncosa@)g(s) 
Io 1 — . 


cosa+1g(s).sin« 
Si la resolution de cette @quation par rapport & s nous donne: 
l’equation (12.) devient: 


sina+ 1 0080 

VEN, r 

ylflsı)] = | 

cos «— —-sin« 

. 

l 

d’ou l’on derive: 

(14) eo __ gYlfls,)]eos«e—sin« 
r,  gl[fls,)]sin@-+cosa 


On a donc le theor&me: Si, relativement ü une ligne a double courbure L. 
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une relation * = (8) est verifice, pour toute autre geodesique L, de la sur- 


face developpable rectifiante de I, sera verifice lautre relation (14.), f(s,) etant 
la fonction de s, que l'on obtient en resolvant par rapport a s lequation (13.). 


nt 


Se=,.m=n=(, les equations (13.), (14.) deviennent: 
samen 2 Ss ' ' / FE r, 
13',) =; (N) elfwl=-4 


Exemples. Si l’on suppose: 
0 / a 
— ({ se = a 
N ) ru 


le theoreme que l’on vient de demontrer, et les formules (13'.), (14'.) nous 
donneront: 
Q, a / , h 
r a 
Öela est bien naturel, d’apres ce que nous avons obtenu aux deux premiers 
cas du sl. 
0 


. s\ 
1 - —— 9) =): on a: 


0, 


En [ Sı 
Be: \7 ’ 


relation qui est de la m&me forme que celle d’ot nous sommes parti. Cela 
s’explique aisement, en se rappelant ce que l’on a obtenu au $II. 
a . j » . 
Lorsque - =, la relation (13.) nous fournit: 
WA. 
s= f(s) 
= 145, —m)eose —nsine +) I(s; —m)ecose —nsine]+4a|(s, —m)sine +ncose]\ 


et la relation (14.): 


153 9 2acosa — (s — m)cose —nsinatY|(s, —m)cose —nsin«]’ +4a[(s, —m)sin® + ncose ]|sin« 
fr 2asine + |(s, —m)cose@ — nsinet-Y|[(s, — m)cose —nsin«]’+4a[(s, — m)sin« +ncose|| cosa 


A u ax ; z 
Pareillement, si > — ( -) ; l’equation (13.) donne: 
Ä ein 


0 a’taya’—4|(s, -m)sin«+-ncosa‘|(s, —m)cose—nsine! 
Ss - f(sı, in “I 5 ® n R r } 
2\(s, —m)sina+ncose!| 
nn? . 
et l’equation (14.): 
| 5) RT . Io y . f = . 
0, ‚at ya’—4|(s, —m)sina + ncosa |[(s, — m)cos@ —nsine]| "cos@— 4|(s, — m)sine +-ncose; ’ sin« 


-y a?’—4|(s, —m)sina + ncosa |[(s, — m)eose— nsine]| * sina@-+4|(s, — m)sin@ + neosa| ?cose 
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dd 8 


On a done le theor&me: La ligne ü double courbure a laquelle se reduit une 
droite quelconque placee sur le plan d’une parabole ou dune hyperbole equi- 
latere, moyennant une suite de flexions infinitesimales du plan de ces coniques 
autour de leurs tangentes, est caraclerisee respechvement par les relations 


(15.), (16.). 


s v1. 

Soient L(o,r), L,(o,,r,) deux lignes geodesiques paralleles d’une 
meme surface developpable 3, ö linelinaison de ces lignes sur les gene- 
ratrices rectilignes et %k leur distance geodesique constante. Si A et A 
sont deux points correspondants des lignes L et Z, on a: 

h 
sin? 
par consequent, si l’on designe par (coseo, C08/, c08Y), cos/, cosm, cosn 
les cosinus directeurs de la tangente et de la binormale de Z, et si Von 


. 0 ‚ or 
remarque que coti= , les coordonnees 2,, 9, 3, de A, sont lices aux 
, . 
coordonnees x, y, 3 de A par les relations: 


( 
% 


) f \ 
z, = z+hKiecosl!+ -cose ), etc. 
| Ä 


: 
Soit S la developpable osculatrice de Z, S, une developpable parallele 3 
S, A la ligne de S, qui correspond A la ligne Z de S et A, (o,, r,) larete 
de rebroussement de $.. 

Si l’on remarque que les eoordonnees d’un point quelconque de 
A sont: 

S=z+kceosl,;, n=y+keosm, S=z+keosn, 
k etant la distance constante entre les surfaces paralleles S, S,, on trouve 
que les eoordonnees d’un point queleonque de la surface S, sont exprimdes 
par les formules: 
A = S+veose = r+keos/+pecose, ete. 

v etant les distances comptees sur les generatrices de $, A partir de 1. 
Au moyen de ces formules, et par un caleul bien eonnu, on trouve 


0 


Be 


r 


)our expression de la distance entre les eouples de points eorrespondants 
| 


\e 


des deux lignes A et A,; consequemment les eoordonndes &,, 7, &, dun 


ı 
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point queleonque de A, sont exprimees de la maniere suivante: 
Ss = x+k(cos!— ” c08e) etc. 


Ces formules nous apprennent que les lignes Z,, A, eoineident. 

On a done le theor&me: Si Ton construit une suite de developpables 
paralleles a une developpable donnee S: 

Il’. les aretes de rebroussement de ces surfaces sont placees sur une meme 
surface developpable >; 

2". ces ardtes de rebroussement forment, sur la developpable Z, une suite 
de geodesiques paralleles ; 

3. la distance geodesique entre deux de ces lignes est egale a la distance 
entre les deux developpables paralleles correspondantes ; 

4. la surface I est la developpable rectifiante de llarete de rebrousse- 

ment de 8. 

Les &quations (7.) peuvent s’appliquer & la determination du rayon 
de courbure g, et du rayon de torsion r, de ZL,, au moyen des quantitds 
analogues relatives a la ligne 1. 

En effet, dans ce cas nous avons: 


(17.) u 


’ ‚_. r N 

si done on designe par ® le rapport „ et par 9, \autre rapport r . les 
” 1 

equations (7.) nous donnent: 


2020,07 20-00" 0-00") (2000). 
93 a 0" ’ 0" BEER 4"? . 
d’ou l’on derive: 
dd do 
(18.) r, - a . 


ds, 
La relation entre l’are s, de L, et l’arc s de L est donnee par l’&quation (13.), 
pourvu que l’on y fasse: 


m=-0, n=k 0=0, f()= - 


ds 


On a done: 
s = s—hk : - 


et si l’on fait usage de cette Egalit@, les &quations (17.), (18.) nous donnent 
o, ei r.. 


Il subsiste done le theor&me: L’aröte de rebroussement L, de la 
developpable S, parallele a une developpable quelcongue S dont larete de 
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rebroussement est L, est une geodesique de la developpable rectifiante de L; 
les lignes L, et 1, sont geodesiquement paralleles, et la distance geodesique 
constante entre ces lignes est egale ü la distance des surfaces paralleles 5, S,. 
Les formules qui lient les elements geometriques de L, aux elements de I, sont 
les suivantes: 


) , d oN\, \ d roN) 0 
(19.) g =ej1—h (2); rn =r,loh (8); , =: —hk—: 


ds d r 
Ces formules servent a la determination de la ligne Z, aussitöt que l’on eonnait 
la ligne 1. 
Applieation. La ligne L, est egale A Z lorsque: 


d m) 
_)—_ (0: 
ds ( r / ’ 


cette condition equivaut A lautre: 


0 


r 


constante. 
La ligne Z, est semblable a Z lorsque: 


.dro 
1 () _—- d, 


ds 


a etant une eonstante: on a diel: 


1—a 
 - : s-+ CONSt., 
r hi 


ce qui demontre que L est une geodesique d’un eöne. 

Done: Celles d’entre les surfaces developpables dont Üarete de rebrousse- 
ment est une helice cylindrigue ou une geodesique d'un cöne, sont caracterisees 
par la propriete que les aretes de rebroussement des surfaces developpables 
paralleles sont des lignes respectivement egales ou semblables. 

On peut encore Eenoncer la propriete suivante: Le cylindre et le cöne 
sont les surfaces developpables caracterisces par la propriete que les geodesiques 
paralleles sont des lignes egales ou semblables. 

Les formules (19.) supposent que la ligne Z ne soit pas un point; 
on doit done considerer A part ce cas exceptionnel. 

Si Z se reduit A un point A linfini, la surface S est un eylindre et 
la surface S, lest aussi; les sections droites de ces eylindres sont deux 
lignes planes paralleles. 

Soit S un eöne dont le sommet est A l’origine des axes de eoordonnees; 
si l’on designe par (cose, 608, c08y), (cos/, cosm, cosn), (C0S4, COsu, c08r) 
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les cosinus directeurs des generatrices rectilignes, des normales A la 
surface du cöne et des droites perpendieulaires aux plans determinds par 
les couples des droites pre&cedentes, la ligne Z, est representee par les 
equations: 


= kleosi— (2) cose\ ete.. 


rn 


( 


ligne se r&duit & un point. 


) etant ee que devient le rapport e ‚ relatif ä la ligne Z, lorsque cette 
r 


P# 
V 


_ 


Que l’on coupe le cöne S par une sphere de rayon 1 dont le centre 
est au sommet, et soit 1 la ligne spherique que l’on obtient. L’angle in- 
finitesimal de deux generatriees du cöne est mesur& par lV’are infinitesimal 
do de A, et l’angle infinitesimal de deux plans tangents conseeutifs de la 


* ’ , D) . . ’ ß , „ do 
surface conique est mesure par l’angle de contingence geodesique de A. 


R, 
On a done: 
Geo. 
ei; 0 R, 
Les formules precedentes deviennent alors: 
1 
2 = k(cosl -- 6080) ete., 
R, 
et si l’on remarque que: 
dcos« ’ deos! cos4 = 
— 0084; = — 'tc. 
do do R, a 
on aura: 
ds, a N 
= —k( n 
do R,/' 
relation qui, par application des formules: 
ds ds do 
l_ do, _ , 
0, f R, 
donne: 
J d | d | d l 
20) 59 = -k Y'n=-ER. ( ); ds, = —k ( )do. 
NW a DM "do \ 7 | "do R,- "do R, 


Done: Pour larete de rebroussement de la developpable parallele a un cöne 
non ceirculaire ont lieu les formules (20.), o et R, etant (are et le rayon de 
r ‚ . “ ’ . 4 
courbure geodesique de la ligne A que lon obtient en coupant le cöne par 
une sphere de rayon 1 dont le centre est au sommelt. 
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ut « 


Les &quations (20.) sont celles que l’on doit mettre A la place des 
relations (19.), lorsque la ligne Z se reduit A un point. 

Si S est un cöne eirceulaire, R, est constant et les formules (20.) nous 
donnent: 

ss, =-0, en =V; 

cela est bien naturel, puisque dans ce cas la surface parallele au eöne est 
un autre eöne eireulaire. 

Si dans les &quations: 

a = k(cos/- r cs.) ete. 


ı 
on suppose que 4 soit une variable independante de o, on obtient les eoor- 
donnees d’un point quelconque d’une certaine surface s, pour laquelle on a: 
EEE era) ir. 
00 / \R, 00 Ok  R,\R, ok / R, 
Si l’on designe par o, le rayon de courbure geodesique des lignes Ak = const. 
et par o, celui des lignes = const., trajectoires orthogonales des k = const.., 
on a: 


1 Ey | (OYE ie Or F N ö 
% YEG-FE\ ok  Do\yEN 
‚a | 8 (VEG-F\_\ 
0: YEG—F°’ 00 YE e , 


La surface s eontient done deux systemes de geodesiques orthogonales, e@ 
consequemment elle est d@veloppable. 


—r 


Si l’on remarque que les cosinus direeteurs cose,, c08sß,. cosy, de 
la tangente ä& la ligne o= const. sont donnes par les &galites: 
| 
cos/!- CUSa 


| ( L, R 
COSU, — — eIC. 


v@ 9% EN Ir EN 
N14(z, 


on deduit que, sur la surface s, les lignes o = eonst. sont les gendratrices 
rectilignes; et puisqu'il resulte: 
, y= 3 =U, 
lorsque la variable % recoit la valeur 0, la surface s est un eöne dont le 
sommet est a l’origine des axes. 
Les lignes k = const. sont done des geodesiques paralleles d’une 


38” 
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surface eonique; les formules (20.) nous donnent en effet: 


0, a—$ 


a etant une constante arbitraire; e’est, comme l’on sait, la relation caracte- 
ristique de la geodesique d’un ceöne. 

Nous nous proposons de determiner la position reeiproque du cöne 
donne C et du eöne C,, lieu des lignes k = const. 

(Que Von eoupe ces cönes par une sphere de rayon 1 dont le centre 
est au sommet des cönes; soient 1 et A, les lignes spheriques obtenues. 

La relation: 

208,008) = (, 
que l’on peut deriver des Egalites pr&cedentes, nous apprend que les gene- 
ratrices du ceöne C, sont dans les plans normaux de la ligne spherique 4A. 
Si l’on designe par e l’angle forme& par les generatrices correspondantes 
des eönes C, C,, on a: 
1 


R, ö 
are: 


tange = —R. 


) | 


COSE = FC080,C0Rı = — 
d’ou: 


Cette egalit€ demontre que la ligne A, est la developpee spherique de A. 
On a done le theoreme general suivant: Si lon construit une suite 
de developpables paralleles a un eöne donne Ü: 
I". les aretes de rebroussement de ces developpables sont sur un autre 
cöne C, dont le sommet est au sommet du cöne Ü; 
2". ces aretes de rebroussement sont des lignes geodesiques paralleles du 
cöne Ü;; 
3. la ligne, suivant laquelle le cöne Ü est coupe par une sphere dont le 


centre est au sommet, est la developpee spherique de la ligne, suivant 


laquelle le cöne Ü, est coupe par la meme sphere. 
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Ueber die Integrale partieller Diffterentialgleichung- 
systeme beliebiger Ordnung. 


(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 


l m die Untersuchung der Irreduetibilität und anderer hierher ze- 
höriger Fragen, wie ich sie für Differentialgleichungsysteme mit einer un- 
abhängigen Variabeln behandelt, für das allgemeine partielle Difterential- 
gleichungsystem beliebiger Ordnung durchführen zu können, ist es zunächst 
erforderlich, die Existenz der Integrale solcher Differentialgleichungsvsteme. 
die verschiedene Natur dieser Integrale und endlich den Zusammenhang der- 
selben unter einander genauer festzustellen. Indem ich diese Untersuchung 
zum Gegenstande der vorliegenden Arbeit mache, will ich bemerken, dass 
der Existenzbeweis der Integrale partieller Differentialgleichungen bekannt- 
lich bereits durch die Arbeiten von Cauchy, Sophie ve. Kowaleesky, Darboux 
und Poincare gegeben ist; ich halte es jedoch nicht für überflüssig. diesen 
Satz hier im Zusammenhange nochmals und vielleicht in übersichtlicherer 
Form zu beweisen, zumal da die vorliegende Untersuchung auf Berrach- 
tungen und Methoden führt, die ich später noch häufig benutzen werde. 


l. Reduction eines allgemeinen Systems algebraischer partieller Differentialgleichungen 


erster Ordnune. 


Man nennt ein System von m Gleichungen mit m abhängigen 
Variabeln «,, %,, ..., %„, einer beliebigen Anzahl « von unabhängigen Variabeln 
%, 23, ..., 2, und den nach diesen letzteren genommenen partiellen Ab- 
leitungen der ersteren ein partielles Differentialgleichungsystem. Wird dieses 
in die Form 
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Fl: z ou, Ou,, ou, 
1 Si“ .... “us U. ... Uns N une, n “000% a te ”- u soo. nn 0, 
u u, Ozfı Ozl:...02"“ 
(1.) i | 
) . Ny x 
" ou ou o’u 
1 m A \ 
F,(2,, .... Bus U, .... Uns las u 0. 0% n Peru e ur r . » .) un. () 
u 03, OzN102%: ...O2,. 


gebracht, und sind F, F;,, ..., F, ganze Functionen der eingeschlossenen 
Grössen, so nennt man dieses System ein algebraisches partielles Differential- 
gleichungsystem. 

Man sieht leicht, dass man durch Vermehrung der abhängigen Variabeln, 
also auch der Anzahl der Gleichungen des Systems die Ordnung der partiellen 
Differentialquotienten der abhängigen Veränderlichen erniedrigen kann; denn 
greift man eine dieser Variabeln #, heraus, und sei die höchste Ordnung 
der in dem Systeme vorkommenden partiellen Differentialquotienten von «, 
die kte, so führe man für alle partiellen Differentialquotienten (k—1)ter Ordnung 
von a, neue abhängige Variable o,, ©, ... ein, und man wird wieder ein 
simultanes partielles Differentialgleichungsystem erhalten, und zwar mit mehr 
abhängigen Variabeln, von denen jedoch die neu substituirten nur partielle 
Ditferentialquotienten erster Ordnung einführen, während die partiellen 
Differentialquotienten von «, sich bis zur (k—1)ten Ordnung erheben. Sub- 
stituirt man nun für die partiellen Differentialquotienten (#—2)ter Ordnung von 
u, wieder neue Variable, u. s. f., und führt eben diese Reduction der Reihe nach 
für alle abhängigen Variabeln durch, so ergiebt sich ein simultanes partielles 
Ditterentialgleichungsystem, welches für keine der abhängigen Variabeln 
partielle Differentialquotienten von höherer Ordnung als der ersten enthalten 
wird, und es folgt somit, dass jedes simultane partielle Differentialgleichungsystem 
durch Einführung neuer abhängiger Variabeln in ein anderes verwandelt werden 
kann, welches nur partielle Differentialqguotienten erster Ordnung enthält, und 
das wir ein partielles Differentialgleichungsystem erster Ordnung nennen wollen. 

Sei nun ein partielles Differentialgleichungsystem erster Ordnung 


vorgelegt 
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worin F.. .... F, ganze Functionen der eingeschlossenen Grössen bedeuten, 


und werde angenommen, dass von den Funetionaldeterminanten 
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> 


mindestens eine, z. B. die dem Werthe 4= 1 entsprechende, nicht identisch 
Null sei, so lässt sich dieses bekanntlich in die Form setzen 


ou ou ou, 
4.) ‚ -— U “ # 2 = , * [2 e “ - 
( Or, OR, L Us, 


worin U,, Ü,, ..., U, algebraischen Gleichungen 


ou ou OU 

Tv, ( ‚ 1 N 
U: +fu\2ı, .... 2 u» Ui. .... ns Pr son .n ww ao rn “ 
i Ur, Uru (2 

Br rin so 

‚ ou CU OMU 

T’m ; [ Pr 1 ] 
U, fa \ 21. ...& = u» U, “u... U, “ r Bi a 8 18 z u 0.0.08 u 
N Üx, Uzu Us 





{ 


( 


genügen, in denen fii» -.-> far» - - -, rationale Functionen der eingeklammerten 
Grössen sind, und genau ebenso, wie es für totale Differentialgleichungsysteme 
geschieht”), ergiebt sich, dass das partielle Differentialgleichungsystem (4.) ersetzt 


werden kann durch die 
Na ii 


dem gegebenen völlig aequivalenten Systeme 


m 


BE; ou, cu 
oG\,; ne Buy Min one, Um oa a 
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— G,(z z,.. U I 
ı\*1ı5 S us I or ag a 7 
(6.) 
va 
{ ou cu 
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ot, 
Y CH, 
BEN An one Mn 2, 





worin G, @,, ..., @, ganze Functionen der eingeschlossenen Grössen bedeuten, 


mi 


*) Vergl. das erste Kapitel meines Lehrbuches der Theorie der Differentialgleichungen 


mit einer unabhängigen Variabeln. 
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genen 


und t, der Reihe nach die N Lösungen der in bekannter Weise stets her- 
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stellbaren Gleichung Nten Grades 
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ei ou ou 3 
(T. G(3 re " nn t) = 0 % 
\ ) 1 us 19 m» O2, ’ ) O2, y“ ’ & 
darstellt, wobei G,, ..., @, als ganze Functionen (N—1)ten Grades in Bezug 
auf t, betrachtet werden dürfen. Zerlegt man ferner das Polynom der Gleichung 
(1.) in seine mit Adjungirung der Grössen 
N ur ou, ou, Ou,, Ou,, 
\ . 1a wur lıs ou. 008 u r Beer u. .% n u 7 Pr 
Re RN a O2, O2, O3, 
algebraisch irreductibeln Factoren 
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BE 2 a see Any r) 
|; u» 1 m» 08, 0%, , 
=; B N ou, Ou,, \ 
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Jo | TE l ms 0%, 0%, ) 
so kann man das vorgelegte partielle Differentialgleichungsystem durch die N 
dem gegebenen völlig äquivalenten Systeme 
. ( on, Ou,, ' ) 
09, 213 u. o.g S us U, oe. Uns 02, 7% 0.1 = 02, b) .e.. 10 ou, 
Ol D%, 
ou, Ou,, 
— 91 21, oe. 08 Zus U. a. Uns Oz, . oo. 09 oz, b t;, 
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ersetzen, in welchem 9,, Qas -::» Jim ganze Functionen der eingeschlossenen < 
(Grössen bedeuten, 4 die Werthe 1, 2, .... 0 annimmt und t,, der Reihe nach 


alle Lösungen der in t mit Adjungirung der Grössen (a.) irreductibeln Gleichung 
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r f. ou, Ou,„ 4 
(10.) galzı, +++, Bas dar > .r Ums ee Dre IE 
darstellt. 


Wir werden die Form (6.) die Weierstrasssche Normalform der partiellen 
Differentialgleichungsysteme und das System nach der Zahl m der abhängigen 


Variabeln ein partielles Differentialgleichungsystem mter Klasse nennen, 
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2. Definition und Existenzbeweis der Integrale von partiellen Differentialgleichungsysteme: 


beliebiger Klasse. 
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Ist ein beliebiges partielles Differentialgleichungsystem erster Ordnung 


und mter Klasse vorgelegt 


i | ou, ou, Ol OU. \ 
F, As vor; Ds Urs «+ ıs Uns ‘ ae ‘ u...“ Dr u Br u 


m - - 
UÜR, U ( 
L} 


(11.) 





F ( ou, ou, ou OU \ 
zZ ..%* PQ U “ . ». 8. U ‘ ” .» ..% ‘ “ as » 0a “ .. 0.1. 
v i I 2 ad - nr OR, ' ( Su ( >, ( Su ) 


in welchem F,, ..., F, beliebige Functionen der eingeschlossenen Grössen 
deuten, und seien für einen Werth z, = a, die Werthe von u. w, .... 4 
willkürliche, aber bestimmte Functionen von 2,, 2;. .... 3, in der Form 


1 


u), li 5) (elle 5 
(12.) ‘ ı) 1 3 u Ja, 


v ) - 
(%,,)«, Eu f ni (2; b) 


7 
[A 
ir 
[A 
N 


be- 


als 


gegeben, so soll gezeigt werden, dass, wenn a,, @;, ..., a, irgend ein Werthe- 


system von 2, 23, + -., 3, bedeutet, von der Eigenschaft, dass 


1) die Functionen $,, $». -:-, P, in der Umgebung dieses Werthe- 


systems nach ganzen, positiven, steigenden Potenzen von 
»—0d, Bl, 2. 2,4, 
entwickelbar sind, 


2) die linken Seiten der partiellen Differentialgleichungen (11.) in der 


Umgebung der Anfangswerthe 


2} n— d,. 2, = d,, . . .. Zu, a 
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und eines die Gleichungen 


(14.) 
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befriedigenden endlichen Werthesystems 


‘ n\ 
.. 70 = On, Be Ou,, .- 
(15.) \ Zu ) —— b,; 4 ( N ‘ ng b;\, . . .. a, 2 unanad bi 


| OR, Gpseo or Ay O3, 6a u 
nach ganzen, positiven, steigenden Potenzen von 


a sony 


Hl, 2 Zul u—b, ::. uu—bus 
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entwickelbar sind, endlich 
3) die Functionaldeterminante 


öF ÖF, öF 
2 ou, ° 3 . ee 3 Ou,, 
0%, O3, O8, 
OF, OF, OF, 
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für die Anfangswerthe (15.) und (15.) von Null verschieden ist, 
die partiellen Differentialgleichungen (11.) ein Integralsystem u,, u, ...., « 


11 


besitzen, welches in der Umgebung von 3 = 4, 2 =@, ..., 32, =4a, nach 
ganzen, positiven, steigenden Potenzen von 3,—q,, 3—4;, ..., 2,—4a, fort- 
schreitende Entwickelungen, also den Charakter ganzer Functionen besitzt und 
für 3, =a, die willkürlich festgesetzten Functionalwerthe (12.) aller übrigen 
Variabeln annimmt. 

Ist das partielle Differentialgleichungsystem (11.) ein algebraisches, so 
sagen die angegebenen Bedingungen für das dann immer herstellbare Weier- 
strasssche Normalsystem aus, dass die Gleichung (.) für die Anfangswerthe 

Ben A a A Me ar a ae Mas ee 
eine endliche und einfache Lösung T, für t liefert. 

Zunächst ist aus der Bedingung 3) des eben ausgesprochenen Satzes 


A ’ i ou Oun : 
unmittelbar ersichtlich*), dass az, im der Umgebung der An- 


1 a 
*) Nach dem bekannten Satze, dass, wenn in r» Gleichungen 


F (v,, Vo nen Ups Wi, Wo nn, Wn) ” 0, 


Wu... 0) = OÖ 
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fangswerthe (13.) und (15.) den Charakter von ganzen Funetionen haben. 
und dass wir somit für (11.) das Differentialgleichungsystem substituiren 
dürfen 








ou, ( ou, En” , 
07 = r, 3,4, ..r. Zu Uus u—b, uon»“ u,—b,.. ’ - —b, a 00% 5 E Dias 2 
®, TR gu 
(17.) 
ou ou, ou 
= en r„(3:—@,, u Bl aD ee On 2 — Diana: 5 —D... ih, 
IR, ’ =, “u ; 


worin r,, .... r,, Potenzreihen darstellen, welche innerhalb der um die be- 
treffenden Punkte mit den Radien 


en u Ru ee ı ST 39. 
gelegten Kreise convergiren. 
Um nun die Form des Beweises zu vereinfachen. führen wir neue 
unabhängige Variable durch die Gleichungen 
(18.) Zı 4, =» 2. ni 2, — a — Z 


u dd [Fi 


zwischen den rn abhängigen Variabeln w,. .... @„ und den » unabhängigen Variabeln 
©, -.., ©, einem Werthesystem v7, ‚v, eine Werthecombination ®°, .... w, ent- 
spricht von der Art, dass die Functionen F,, .... F„ in der Umgebung von e’, ..., vo), 
W. .... © den Charakter von ganzen Functionen besitzen, sich unter der Voraussetzung, 


dass die Funetionaldeterminante 
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für die Anfangswerthe v°, ..., v,, ©), ..., @, von Null verschieden ist, w,. ı,. ..., @ 
sich in der Umgebung von v‘, ..., ?, nach ganzen, positiven, steigenden Potenzen von 
Dt, A - 0 
entwickeln lassen. 

Da dieser Satz gewöhnlich erst mit Hülfe des Satzes von der Existenz der Inte- 
grale totaler und partieller Differentialgleichungsysteme bewiesen wird. womit er im 
Grunde gar nichts zu thun hat. so ist es vielleicht nicht überflüssig. an dieser Stelle zu 
zeigen, wie derselbe unmittelbar zu begründen ist. 

Da nämlich die » Gleichungen zwischen den » abhängieen Variabeln w.. 


®,, ».., @„ und den » unabhängigen Variabeln ®,. v,. .... v, in der Umgebung der 
Werthesysteme »°, .... 27, v°, .... v2, den Charakter ganzer Functionen haben. so 
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befriedigenden endlichen Werthesystems 
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1 l 
für die Anfangswerthe (15.) und (15.) von Null verschieden ist, 
die partiellen Differentialgleichungen (11.) ein Integralsystem u,, u,, ..., 4 


Z2 


besitzen, welches in der Umgebung von 3 = 4, » =@, ..., 32, =4a, nach 
ganzen, positiven, steigenden Potenzen von 3—qM,, 3—@, ..., 2,—a, fort- 
schreitende Entwickelungen, also den Charakter ganzer Functionen besitzt und 
für z, =a, die willkürlich festgesetzten Functionalwerthe (12.) aller übrigen 
Variabeln annimmt. 

Ist das partielle Differentialgleichungsystem (11.) ein algebraisches, so 
sagen die angegebenen Bedingungen für das dann immer herstellbare Weier- 
strasssche Normalsystem aus, dass die Gleichung (7.) für die Anfangswerthe 

Bay sg Mir nen Be Denen Base sure Ms ar Me 
eine endliche und einfache Lösung T, für t liefert. 

Zunächst ist aus der Bedingung 3) des eben ausgesprochenen Satzes 
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fangswerthe (13.) und (15.) den Charakter von ganzen Funetionen haben, 
und dass wir somit für (11.) das Differentialgleichungsystem substituiren 
dürfen 
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worin r,. -... r, Potenzreihen darstellen, welche innerhalb der um die be- 
treffenden Punkte mit den Radien 
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gelegten Kreise convergiren. 


ei 


Um nun die Form des Beweises zu vereinfachen. führen wir neue 
unabhängige Variable durch die Gleichungen 
(18.) 2-4 =2, ::., 3,—4 Z 


dd 44 


zwischen den rn abhängigen Variabeln w,. .... w„ und den » unabhängigen Variabeln 
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©; -.., ©, einem Werthesystem v!, ..., v, eine Werthecombination w°, .... w, ent- 


spricht von der Art, dass die Functionen F,. 
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W, .... @ den Charakter von ganzen Functionen besitzen, sich unter der Voraussetzung, 
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sich in der Umgebung von v', ..., v, nach ganzen, positiven, steigenden Potenzen von 
td, 9,0, :: 5 ıu—% 

entwickeln lassen. 

Da dieser Satz gewöhnlich erst mit Hülfe des Satzes von der Existenz der Inte- 
grale totaler und partieller Differentialgleichungsysteme bewiesen wird, womit er im 
Grunde gar nichts zu thun hat. so ist es vielleicht nieht überflüssig. an dieser Stelle zu 
zeigen, wie derselbe unmittelbar zu begründen ist. 

Da nämlich die » Gleichungen zwischen den » abhäneieen Variabeln w.. 
W,, ++, @„ und den » unabhängigen Variabeln ®,., v,, .... ®, in der Umgebung der 
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Werthesysteme w!, .... @4, ©), .... v, den Charakter ganzer Functionen haben. so 
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und neue abhängige Variable durch die Beziehungen 


— b, Zn U,+b,.2,+--+b,Z,, 
(19.) 8 





er b,, vo U, + b,. 2; 7 wie + B Zu 


U 
ein, und es ist dann unmittelbar ersichtlich, dass einerseits der Werthereihe 
(13.) für die neuen Variabeln und deren Ableitungen die Nullwerthe aller 
dieser Grössen entsprechen, andererseits das Differentialgleichungsystem (17.) 


die Form annehmen wird 
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worin R,, ..., R, Maclaurinsche Reihen der eingeschlossenen Grössen be- 
deuten, welche innerhalb bestimmter, um die Nullpunkte der entsprechenden 
Grössen gelegter Kreise eonvergiren, und es wäre zu zeigen, dass stets ein 
und zur ein Integralsystem des partiellen Differentialgleichungsystems (20.) 
existirt, dessen Elemente nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen von 
Zu, Zu :.., Z, entwiekelbar sind und für Z,= 0 die Werthe 
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in . 

(N) x OF \ r . 

wo. —w. 2. —v’, .... d,—e? entwickeln lassen, wenn rl: welches Zeichen den 

’ )) : 

] 0 


Werth dieser Ableitung für die Anfangswerthe aller Variabeln genommen bedeutet, von 
Null verschieden ist — und die Existenz einer solchen Entwickelung lässt sich unmittel- 
bar aus dem Charakter der Gleichung herleiten, wie ich in meinem Lehrbuche der 
Theorie der Differentialgleichungen S. 20 gezeigt habe. Setzt man die so erhaltene Ent- 
wiekelung in die »—1 folgenden Gleichungen ein, so behalten dieselben den Charakter 
von ganzen Funetionen, und, wenn wir die zweite Gleichung als Function vom Charakter 


einer ganzen in Bezug auf w,, ..., ns, © ».., ®, In der Umgebung von @), ..., Wn, 


2°, ..., 2% mit (F,) = 0 bezeichnen, so wird sich wiederum w,—:0% nach positiven, 
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annehmen, worin die Funetionen &,, ..., P, weder constante, noch in 
Z,, Zu, ..., Z, lineare Glieder besitzen. 

Nimmt man endlich zwei Grössen r und e an, welche beide kleiner 
als sämmtliche Convergenzradien der Reihen A,,...., R, und der Potenzreihen 


. . » r . 
P,,..., 2, sind und zugleich so beschaffen, dass auch - unter dem kleinsten 
dieser Convergenzradien liegt, und setzt 
(22.) Z, = 02, A,=02m, ..., Z,=02, U, = "Yı, U, = "Yız ++ Un=rYns 


so dass 





ol EE.. ( U, 0 
nr ‘ 2) . . .. nr u / . “ 
(23.) 02, 9, ou 0 u 
er u ’ " ’ P r ‘ 
( [ mi r c Yın ol m r ( Yın 
( Z, 0 ( z A en ( Zu 0 OLu 


wird, so geht das Differentialgleichungsystem (20.) in ein ähnliches von der Form 


oy, 





r (x sy Y os a = oe) 
F z 9ı « 1» ae WR « u» h |» . 0 0.5 . m % F X, “ au ver 5 Or m. ww } r “ . 02.4 } x. I“ 
fi 24 «\ 
Oyı oY, oY, Oy OYyn\ 
( z I l u yı Uns Or, Or, Or Or, 


über, worin 9, - +, 9, wiederum Maclaurinsche Reihen bedeuten, welche ver- 
möge der Annahme für o und r jedenfalls Convergenzkreise besitzen, deren 


Radien grösser als die Einheit sind, und es kommt darauf an, nachzuweisen, 


ganzen, steigenden Potenzen von w,—w), .... 0, —w). u, —r v„—o, entwickeln 


| 5% 
lassen. wenn An von Null verschieden ist: fährt man in diesen Schlüssen fort. 
’ © 0, 0 


so sieht man, dass sich schliesslich «@„— we} nach positiven, ganzen, steigenden Potenzen 


von 9, —d) v,—v) wird entwicke asse 7, BD ee ER 

), re entwickeln lassen, wenn \ 3) von Null verschieden 
ist, worin (F„) die linke Seite der Gleichung F, = 0 darstellt, wenn die Werthe von 
w,— 0, W—W,, -.., Wn-1—%,ı aus den successive vorher erhaltenen Gleichungen in 
dieselbe eingesetzt werden. Daraus folgt aber, wie durch Rücksubstitution ersichtlich. 
dass w —w|, W,—W;, .., %,—w, sich nach positiven, ganzen, steigenden Potenzen von 


0, —P9, 0%,—Dd,, -.., 2d,—v, entwickeln lassen, wenn das Product 


(oF, \ /0(#,) \ / o(F,) 
di, / \<c I )» 


oder wie bekannt, die vorher angegebene Functionaldeterminante für w, = w’, 


©. = W,0, =P,, ..., d%,=ev, von Null verschieden ist. 


ow, / \ Ow, 


0 u 0 
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dass dieses Differentialgleichungsystem stets ein und nur ein nach Maclau- 
rinschen Reihen entwickelbares Integralsystem besitzt, welches für ©, =V die 
willkürlichen Functionalwerthe 


Ku ou = ww, (2, Tz3. ee Tu). 
(25.) a Fi 
a ee 


17 


annimmt, worin die w,, ..., @, ebenfalls Maclaurinsche Reihen mit Conver- 
genzkreisen darstellen, deren Radien grösser als die Einheit sind, und die 
wiederum weder constante Glieder noch in den Grössen x&;, &;, .... x, lineare 
Ausdrücke enthalten. 

Es wird nun zunächst möglich sein, dem Differentialgleichungsystem 
(24.) formal durch Potenzreihen zu genügen, deren Convergenz innerhalb 
bestimmter Bereiche nachher wird erwiesen werden müssen. Setzt man 
nämlich in Rücksicht auf (25.) 


\ 


Ben (2: Et 2,)+% 0, (2, oo: z,)+2ı0,: (2, .... eu)T 


(26.) yY. = W, (2;, a 2,)+ %ı 8: (2, en z,)+7ıW% (>, UN x,)- en 


\ 





Yu > 0,(X, ki sn z,)+%ı 0,18; LEN 2)+ 2% 0,2(8, ut; 


worin die ©,;(&, ...,2,) Maclaurinsche Reihen von z;,..., x, bedeuten, und 
führt diese Reihen in das Differentialgleichungsystem (24.) ein, so erhält 
man als zu befriedigende Beziehungen die folgenden: 


W;, +2,90,» +32)0,; er. _- 9ı (2, ..0.. Dus 0, + 2,0,ı+'". 


Ow 0w Ow 09,1 \ 
1 | 11 I : m ni 
... n T ea N +4 ee. 
Om ı dm, OXy * 08, / 


0 +22,0, 32105; + = 9 (2. 0 HD 


(27 ) n ie. en 
al. oo 0W 0, Omi 
a tr +)» 
C T, OÖ L, C Lu © Du 


» 2 [ n 
01420, 0. +30, + Iu\#ı> ...- T us 0, +2,01 +". 





09, 0, 0@,, 00, 1 
.r... n - +z, ee, N +2, nn a s 
08 OR, Or, Or, 


welche identisch für alle Werthe von x, &:, ..., z, erfüllt sein müssen. 
Fassen wir aus der rechten Seite der Aten der Gleichungen (27.) 





7 
= ee 
% 


RER 


a ER REN 
NL Re Eee RL 





ET Gas; £ 
RETTEN NDR EN re 


ne 4 Pat 
EEE TEEN EN ER 


Bet 


RA Br Ar u ae 


EN? 


ET 


ki; 


5 
®) 
% 
En " 
EI 
Ri 
vs 
3 
x 





Re 


ERENTO 


BEST 


TEEN 
De ee De 


:, BR NER. ar % TE 


o73 
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irgend einen Posten heraus, so hat dieser die Form 


7, u _ h \F Fr £ 27 
Ar, 2, (@, +2,08, +°)"...(0,+2,0,14 “..) 
n n h, > N ä 
0oW, , ow | a CO@,, Zu COM m 
. en +1, — ee. .. , +r, -... n#.. 
OT, OT, OT u ( Lu ud 


und wir erhalten somit durch Gleichsetzen des Coeffieienten von x’ auf der 
rechten und linken Seite dieser Gleichung die Beziehung 


f van u €) "u 71 m CL, Go 5 ıl NO 
[+ Das: = /UR; dl, w +, UFTERE UP Be 21 a ee 7 0 
(IS N : nr er ) 
(28.) cow, \712 / Om X mm oW,, vn f Ws ’lo CV; \ mo 
* 7 Zäu \ 7 J 2 -.» "\ . .» .% . ) a 
Or,  Oxyu Or, Or, OLu 


worin der zweite Index der w,; der rechten Seite sich höchstens bis zur Zahl 
o erhebt, die Grössen a die Coeffiecienten der Reihen g.. ..., 9,, und die 
Grössen z ganze positive Zahlen bedeuten. Aus dieser Beziehung folgt 
aber, dass die unbekannten Maclaurinschen Reihen w,,., der Variabeln z,, 
Ty 2.2.5 2, Sich successive und eindeutig bestimmen, und dass somit dadurch 
die Herstellung der Maclaurinschen Reihen (26.) als Integrale, welche for- 
mal dem vorgelegten Differentialgleichungsystem (24.) unter den durch (25.) 
gegebenen Bedingungen Genüge leisten, ermöglicht ist. Es erübrigt also 
nur noch nachzuweisen, dass die auf diese Weise berechneten Integralreihen 
auch wirklich eonvergent sind. 

Da die Convergenzradien der Reihen g,, ..., 9; @, ..., ®, in den 
Gleichungen (24.) und (25.) grösser als die Einheit waren, so werden die 
Moduln der Üoefficienten all’ dieser Reihen unter einer endlichen positiven 
Grenze A liegen, und bestimmt man m Funetionen £2,, £3,, ..., 2, durch 
die Gleichungen 


x) 


.2, en Al++r;- ++2)t@a +23 + +27, Meer) 
A 
1—(2,+2,+---+2,) ’ 


Fl 
DV 
um 
— 
ui 


2, = Alt@t+S+- 42 )+ et + +24 
A 
1—(2,+2, F+ +2) 
so ist durch Vergleichung mit (25.) ersichtlich, dass 





(30.) modo, <mod2,, modw, <mod£,, ..., modo, < mod, 


ist; bestimmt man ferner die Maclaurinschen Reihen (2,; von ©, 25, .... x 


aß 
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durch die Gleichungen 





(+2,04 zu en Tu arte tet)” 
(98) (= +2 O8, 4 r (2 La O8, 1 Yen 
dr, e Or, ern Xu / - 27 
WON Ayy 22.5 Aus Dis ans, Dis Cr.» ., d, alle positiven ganzzahligen Werthe 


annehmen sollen, und [P], den Üoeffieienten von x in der Entwickelung 
er 


der Grösse P nach positiven, ganzen, steigenden Potenzen von x, bedeutet, 
oder noch einfacher aus den Gleichungen 


(o+ 2, +1 


1 
öz, "0x, "dr, Or, 





(32.) Br ee Mr ae rn ss; X OR. IR, ” „O8 AR 
1-(z, +0, + RN a + BERGE $2 +“ 08, wi. nn peiune... +) 


r 
l 


so sieht man einerseits durch Vergleichung mit (28.) und mit Rücksicht auf 
die Ungleichheiten (30.), dass 


(33.) mod W 5 mod.2,; 
ist, andererseits folgen aus (32.) die ebenfalls formal richtigen Gleichungen 


2,+20,22. +32 234 


A 
u Pi ee 08 


E77, 
1 (24-4, ++ At eg EA, tete ) 


“dr, 
(34.) sah ME A 
a + 22,.42,.+ 3chl,; —... 
A 


| er Ze na, 
1 (at +++, +: a: ++ En +2 > Be 4.) 





und es werden somit für das partielle Differentialgleichungsystem 


| er iz 22 Br) 
) 1-(z, +++zu+ Y-+-+ +? dr, e- = mt 2 eahı 2 dr, 2 a dr ) 
u A 


e AR = 


En 


Orc 


BR; ? ‚oO, 
BR +“ TER. En +“ Er ; BL ” rt, ) 





die Ausdrücke 
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| Y, = Q&, +22, +21: +, 
(36.) es 
Ir. = 2, +2. 1002,04 

ein formal richtiges Integralsystem liefern, welches jedenfalls wegen der 
Eindeutigkeit der Coeffieientenbestimmung das einzige in Maclaurinsche 
Reihen entwickelbare ist, welches für &, = (0 in die Funetionalwerthe 42,. 
Q,, ..., 2, von &, 73, ..., 2, übergeht. Wir wollen nun beweisen, dass 


die Reihen (36.) in der Umgebung von 2, =0, =, .... 2,= (0 eonver- 
sente Keihen darstellen, indem wir das Integralsystem der partiellen Ditte- 
rentialgleichungen (35.) wirklich ermitteln. 

Um das partielle Differentialgleichungsystem (35.) zu integriren, be- 
merke man, dass, wegen der Gleichheit der rechten Seiten der Differential- 
gleichungen und weil nach (29) 2, =, = .- = 12, ist, auch die Integral- 
funetionen Y,, Y;, ..., Y, einander gleich sein werden, und somit, wenn 


m 


(37.) K-h--.-T,oY 
gesetzt wird, Y ein Integral der partiellen Differentialgleichung sein wird: 
IY A 
C 
(38.) ——- = | 
or, | ® Br. | or \ 
1 — (z, 2,4... +r,+mY-+m -. +... +m-, 
E OL, OLu 
worin 
‘ IN A 
(39.) Od} au \ 
Er) 1—(z, +7, ei) 


sein soll. Setzt man hierin 


/ \ / —— » | » | ) » -— E 
(40.) sol, atst-42,=X, 


und fasst Y als Function von X, und X, auf, so geht die partielle Differential- 
gleichung (38.) in 


öY i 
Sn: oA, a \ _O9Y 
IX — X, —mY—m(u—1) — 
2 4 , ON, 
über, und es wird dasjenige Integral gesucht, für welches nach (39.) 
A 
(42.) Nx zz 


Bi 
sein soll, und wenn man endlich 


(43.) ur -Are Tr 


Journal für Mathematik Bd. CIX. Heft 4. 
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setzt, so bleibt die partielle Differentialgleichung zu untersuchen übrig 


(44) x +D(T+a-14 0-15.) = 
für deren Se 
m mA 
(45.) ne En 


sein soll. 
Setzt man in die Gleichung (44.) unter der Voraussetzung, dass 


(46.) SAT, X, %) = 0 
irgend eine Integralbeziehung sei, 
oR 8 
47\ BE an BB: oh 
Ne LE: 7 am vr ana 
oT oT. 


so geht diese Differentialgleichung in 
_ on _ RN O8 - on y' 
3) ante -udag) = mA 


über, in welcher man T, X,, X, als wien und 42 als abhängige 
Variable auffassen kann, welch’ letztere in der partiellen Differential- 
gleichung jedoch selbst nicht explieite vorkommt. 
Nun ist leicht zu sehen, dass 
: x 2 
(49) 2 = aTe*"! —aßX,+a(mA+u—1)e *"' —mAaßlog(d+e*") 

ein Integral der partiellen Differentialgleichung (48.) ist, wenn «@ und 5 will- 
kürliche Uonstanten bedeuten, da 





u 
am = wet, 
(50.) R X, 
' 02 3 A A u—1 
oO a = ie ud ri a(m a 1), . mAaßer ji 
o_, of, u-l u—1 
(u—1)(f+e") 


in (48.) eingesetzt dieselbe identisch befriedigen, und es soll nun durch 
Variation der Constanten « und ß, also dadurch, dass « und £ als Functionen 
von T, X,, X, bestimmt werden, die Integralform (49.) in ein Integral über- 
geführt werden, welches für X,=0 den Werth 

_ 


(51.) (rn = T—-1+X, +3 












annimmt; ist dies geschehen, so wird nach (46.) 
T als Function von X, und X, so bestimmen, dass dieselbe ein Integral deı 
Differentialgleichung (44.) wird und zugleich, wie aus (44.) und (51.) hervor- 
geht, für X, = 0 den verlangten Werth (45.) annimmt. 


() 
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Bezeichnet man zur Abkürzung die Gleiehungen (49.) und 


(52.) 


er 


und setzt”) 


(53.) 


worin a, P, 


werden, so folgi 


(54.) 





und die entsprechenden Werthe für 


so dass man wieder die Werthe (50.), also durch Elimination von « und 2 
wieder die Differentialgleichung (48.) erhält, und somit die Form (53.) 
wiederum ein Integral der Differentialgleichung (48.) wird, wenn man «, 7, 
so bestimmt, dass die Gleichungen befriedigt werden 
Oy(T, X, X,. a, A) 


< 
T,s 


(55.) 
(56.) 
(57.) 
(58.) 


OD) — 


u 


w(T, X,, Ä,, o, P) 


J, 


2): u = oT, u 


2=w(T, X, X, 0, P)-v(t, 0, & eo, M+yY(r, 


T, 


08 


:: 


Ow(T,X,.X,, 


cT 


0@ 


OB 


u, P) ( 
0a 
(2rG: 0,&, 0, f) 
OT 
du ni 0,&, a, ) 
oE 
082 na 082 
ng nt 
oX, oA, 


Ou(T, X, X, a, ß) 


Oy(t, OÖ, &, a, ß) 


oT 


Ow(r, VO, 


&, 0, 9) 


o& 


oder nach (52.), (51.) und (49.): 


*) Vergl. A. Mayer, die Liesche Integrationsmethode der 
Mathematische Annalen Bd. VI. 


gleichungen erster Ordnung. 


Ow(T, VD, & 


ow(r, Eu ß) 


- als zu bestimmende Funetionen von 


oa 


op(t, & 


a ei 


Oy(T,X,X,,a,ß) oOw(t,V,$, 
| ca 


Ou(T,X,X,a,ß) Oy(t,O, 


OT 


OY(T, &) 


a, P) 


part ijellen 


01.) dureh 


betrachtet 

























ui) 


Differential- 











276 Königsberger, über Integrale partieller Differentialgleichungsysteme bel. Ordn. 


= 
D 


Te uni +(mA+u—1)e*“"' —mAPplog(3-+e er ) 





(59.) = i S 
— Te’! —BX,+(mA+u—1)e""—mAßlog(ß-Fe*"), 
: Aß | a AB 
(60.) mAlog(ß+er!) +" = X,+mAlog(ß+er!)+ 
B-+er-' te“! 
(61.) ger! =1, 
/£9 at ru a(mA+u—1) Pac L m Aaße 4" BR mA 
(62.) u—i e x Br e - 1- (1—E)° 


(u—1)(8-+e“-') 
wird, wobei zu bemerken, dass diese Gleichungen für X, = 0 durch 

ı>T, el, 
befriedigt werden. 

Für das oben gestellte Problem kommt es jedoch nicht sowohl auf 
die wirkliche Darstellung des Integrales als vielmehr darauf an, nachzu- 
weisen, dass, wenn nach Bestimmung der «, ?, r, & als Functionen von 
T, X,. X, aus den Gleichungen (59.)—(62.) aus dem gleich Null gesetzten 
Werthe von £2 der Gleichung (53.) T als Function von X, und X, in der 
Umgebung der Nullpunkte dieser beiden Variabeln und für den aus (51.) 
hervorgehenden Werth 

(63.) (T)r=u,x2.,- = 1-mA 
entwickelt wird, diese Entwiekelung eine nach positiven, ganzen, steigenden 
Potenzen von X, und X, fortschreitende ist, und bekanntlich wird die 
Existenz einer solchen Entwickelung erwiesen sein, wenn 

er 08 
(64.) ( OT /x,=0u,x%,=0, T=1-mA 
von Null verschieden ist. 

Da nun für X, = 

(65.) =T, S=A, 
sein soll, so werden, wie aus den Gleichungen (59.)—(62.) unmittelbar er- 
sichtlich, den Werthen 

(66.) X=0, %=0, T=1-—mA 


die Werthe 


(67) @)=1, Me» 


I—mA(u-—1) 
mAu—1 


, &=0, (d)=1-mA 
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entsprechen; differentirt man die Gleichung (61.) partiell nach T, so er- 
giebt sich für die Werthe (66.), (67.) 


(68.) B- ) = -w-1) je ). 


und hiernach aus (60.) 


3 


’£g \ (mAu—1” ( ca\ _ 
) m A ( 3 
oder 
70.) ( 37) u 
ol / 


weil A als eine über den Moduln aller Coefficienten des ursprünglichen 
Ditferentialgleichungsystems liegende Grösse stets so gross gewählt werden 
konnte, dass mAu—1 von Null verschieden ist. Aus (68.) und (70.) 1 To 
aber nun mittels Differentiation der Gleichungen (59.) und (62.) sach 1 , dass 
vo c@ Of m A o& OT 
in (ar)= o (Zr) — (mAu—1)? ° \ 'T )1G 7)” 
ist, und somit aus (53.) 


6 ey ‚fe ow(T,X,,X,, a, ) 4 oy(T, X, X,, a, ) ) m A 
79\ cT \ oß (mAu—1)‘ 
72.) 


F 





(& w(T, 0, b „I /ZpR ( Ow(tT, 0,8, «a, ß)\ m Ä ( Og(t, &)\ 
6, oB / (mAu-—1)' or | 
oder, da nach (49.) und (52.) 
Iy(T, X,X,,.a, P)‘ / 7,0,&,0,fß 
(73.) (Wi BA) 1- &=.. @, 3% 

\ o1l OT 
max(9u(T,X,X,, a, ß) mA ’ \ _f9w(t,0, 5, a, P)\ 
(74. — 53 )= - —mÄ log, zn +mA(u—1)—1 = { 38 

X / LE 
(75.) \ ar y 1 
, \ O T / 
ist, 
mn f 082 \ 
(6.) \a#) N 


also von Null verschieden, und es ist somit das Integral der partiellen 
Ditferentialgleichung (44.), das für X,= 0 den durch die Gleichung (45.) 
bestimmten Werth annimmt, in eine nach positiven, steigenden, ganzen 
o oO 
Potenzen von X, und X, fortlaufende Reihe entwickelbar. 
Nachdem nun bewiesen worden, dass das Integralsystem (36.) der 
partiellen Differentialgleichungen (35.) aus convergenten, um die Nullpunkte 
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der Variabeln herum gültigen, nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen 
derselben fortschreitenden Entwickelungen besteht, folgt aber, da die 
Coeffiecienten dieser Entwickelungen (36.) durch die Gleichungen (31.) be- 
stimmt werden, vermöge der oben festgestellten Ungleichheiten (30.) und 
(33.), dass die aus den analogen Gleichungen (28.) hergeleiteten Coefficien- 
ten ®,, derart sind, dass die Integralreihen (26.) des Differentialgleichung- 
systems (24.) ebenfalls in der Umgebung der Nullpunkte der unabhängigen 
Variabeln convergent sind, da die Moduln der Coefficienten der einzelnen 
Potenzen von x, kleiner sind als die Moduln der entsprechenden Glieder 
in den analogen Integralreihen (36.), deren Convergenz festgestellt war. 

Es ist somit der Existenzbeweis für das Integralsystem der Differential- 
gleichungen (11.) mit den durch (12.) gegebenen Bestimmungen geführt. 

Aber dieses nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen von 

U, Bl, ..., Bu, 


fortschreitende Integralsystem ist auch das einzige Functionalsystem, welches 
dem Systeme der Differentialgleichungen (11.) Genüge leistet und für 2, = in 
die durch die Gleichungen (12.) gegebenen Functionen von x,, &;, ..., x, übergeht. 

Denn angenommen, es existirten für das Differentialgleichungsystem 
(11.) mit den durch (12.) gegebenen Bestimmungen zwei Integralsysteme, 
von denen das oben gefundene, nach Taylorschen Reihen entwickelbare mit 


11.) u. u,, ee 55 
das andere mit 
(78.) Bi 
bezeichnet werden mag, so werden, wenn 
(79.) U =u+v, UG=w+tv, ..., U, = ut, 


gesetzt wird, die aus den Differentialgleichungen (17.) hervorgehenden 
Gleichungen 





Ö (u +P ) er 
nn . r, (2,—a,, e: Zu Qu u+0%,—b,. re ut ob; 
R, 
2 au 2 
ou, 4. se ou, a . 
O2, 02, 0%, 02, » 
(80.) 
ou, +v n) £ er 
02 =. T m (2, 4, ne Zu 4, u+v%—b,, N u„+v.—b,; 
er 
n- 
ou, n op, N a al Br hr ) 
03 0%, he ar a ar ai 











Königsberger, über Integrale partieller Differentialgleichungsysteme bel. Ordn. 279 


identisch befriedigt sein, aus denen wiederum, da das Integralsystem (77.) 
ebenfalls das Differentialgleichungsystem (17.) befriedigt, 


ou 


ou, ( ", \ 
dx u r, 2, —4,, wur 2,0. u, + —b.. 0... } 1 1 A. Pr Dan .. ) 
IR, o DS, 
OU \ 
. - ] 
-r,(3,-a,, ur Zu Aus u,—b,, 0.9 ; 2 RR U, ’»4 .. ,;. 
or, ou, , ©, 
02 = IM 7 az da, “ u 5 2,4,» u, T .r aan . oo. 08 F = u Aa b; >) — .) 
RR, u, 
ou \ 
an r.(21—a,, ne Zu 04,; u, —b,, 7 ( e £ bu», % 





hervorgeht, wobei zu bemerken, dass wegen der gleichen Anfangsbedingungen 


\ 


für U, und «, die Functionen v,, ®,, ..., ®, für 3, =a, identisch Null sein 
müssen für beliebige Werthe von 3, 235, ..., 2,. Denkt man sich nun die 


u 


m 


Taylorschen Reihen für «,, %, ..., a, in die rechten Seiten der Gleichun- 
gen (81.) eingesetzt und beachtet, dass diese für 
or OD, 


,ı, = dd, =." — dv, > - ] —— 0090 „ - - () 


- - 
OR, ( ar 


identisch verschwinden, also kein von diesen Grössen freies Glied ent- 
halten, so wird sich zur Bestimmung der Functionen ®,, ®,, ..., o, ein 
Differentialgleichungsystem der Form ergeben 


r 





ov, f od, ov, OD, Od \ 
- —_ 2 0 | 
A ai (vı, ne Br O us Pr “ ... +4 Ei [) 0. .% K' “ BD. w ) 
( S, ( S, ( u 4 Pi 4 Fr 4 
In Ir 2 
> v o ( OÖ, ( Ü ®, N \ 
1% erw m» Pr “ .. .. FE N = \ 
( a, ( wu ( “ { Du 
’O%s N 
(82.) 
ni “ ne - - D 
Ott m ( v ( D, ot oT \ 
ie y) m” } 
As ©ıs e u 0 Uns en “ BIO wi l: “ .. 14 Fr a 0 a8 - J 
O2, ( 89 ( 24 { &. O% ei 1 
( D, ( D, ol Ort 
2* a A A a Le "ee 
+ Üj. [ n)y w er iz es ) 
O2 ( ar US ( “iu 


worin (©, ...), eine homogene Function des Aten Grades der eingeschlossenen 
Grössen bedeutet, deren Üoefficienten Taylorsche Reihen nach Potenzen 
von 3—4, ..., 2„—4a, fortschreitend darstellen. Da aber für 3, =a, die 
für willkürliche Werthe von z,. z,. ..., z, in 


dd 


Werthe von v®,, &, ..., ® 


Im 


der Umgebung der Punkte @, a;, ..., a,, also ebenso auch die rechten 


49 
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Seiten der Gleichungen (82.) verschwinden, so zeigen eben diese Differen- 
tialgleichungen (82.), dass auch für alle weiteren, in der Umgebung von 
a, befindlichen Werthe von z, und für beliebige Werthe von 3, 35, ..., 2, 
auch ®,, ®, ..., ®„, da ihre Inceremente Null sind, ebenfalls verschwinden. 
d. h. in der Umgebung von a,, a, ..., a, identisch Null werden, nach (79.) 
somit die beiden Integralsysteme der partiellen Differentialgleichungen 
identisch sind; es giebt somit nur ein Integralsystem mit den gegebenen 
Anfangsbedingungen. 

Wir können dem eben bewiesenen Satze von der Existenz der Inte- 
sralfunctionen eines partiellen Differentialgleichungsystems noch andere in 
Bezug auf die Anfangsbedingungen verschiedene Formen geben. 

Sei wieder das Differentialgleichungsystem (11.) vorgelegt, und werde 
verlangt, ein Integralsystem dieser Differentialgleichungen zu finden von der 


Art, dass, wenn zwischen den unabhängigen Variabeln 3,, 2, .... 3, eine 
Beziehung 

(83.) O2, 22, ..., 2,) = A 
stattfindet, welcher durch ein Werthesystem 2, =a, 3» =@,, .... 2,= a, ge- 


nügt wird, in dessen Umgebung die Function ®# in eine nach positiven, steigen- 
den, ganzen Potenzen von 3—@,, &—@, ..., 3,—a, fortschreitende Reihe 
entwickelbar ist, die Integrale a, ®, .... a, die willkürlich gewählten 
Funetionalwerthe 


% = W (3, 32 -:., 34). 


(84.) ie w; (2, Zar ee 2,): 





u = WU, Bu 4 8,5) 


annehmen, welche wiederum in der Umgebung von 4, @;, .... a, CONVer- 
sente Taylorsche Reihen darstellen sollen, die durch 





u = 0, (34 —4M, B—lı, :... 3, Au) 
(8: U = (3 —4, 33, ..., 2, —40,), 
(85.) 

En = 0,3 — 4, Bl, 2... 3,—4,) 


bezeichnet werden mögen. 
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Um diese Untersuchung auf die frühere zurückzuführen, setze man 


> 14 . Pan dm ” 
(86.) Bis, u, 2:4 8,) = Zu, 
und führe in das Problem die « unabhängigen Variabeln 
(87.) Lus 31, 294 . . .. 


ein; nimmt man nun zunächst an, dass eine der Grössen 


00 00 00 


u “) BEE Y Wie “u 


( oO \ 
€ x /a,a 1 I 


Ay 7 Or Ameney 


von Null verschieden ist, so wird sich nach bekannten Sätzen z,—a, ın 


44 


eine nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen von 


3, 4,, 23, GG, A  ' 3 


ı 0, ze - A 


dd [#1 


fortschreitende Reihe 


(88.) Zu 4, — R(2,—a,, 2,05, u. 7 ı 4, 1» Z p A 


entwickeln lassen, und führt man diesen Werth in die Gleichungen (84.) 
ein, so ergeben sich für «,, #, ..., a, die Werthe 





N Re Pr ui \ 
(a, J2,=4 — r, (3, 4, 3,45, ..0.. ET 
(89.) 
/ \ 
Yu)z,=a = Ina, 3-4, 2... 34-1 —4,-) 


worin r,, ..., r,, wiederum Taylorsche leihen bedeuten. 

Um nun weiter den Charakter des Differentialgleichungsystems (11. 
in Bezug auf die Entwickelbarkeit der linken Seiten zu bestimmen, ist es 
nöthig, die Werthe der partiellen Differentialquotienten der v-Grössen unter 
der durch die Gleichung (83.) angegebenen Beschränkung der Variabeln 
zu bestimmen, und man sieht unmittelbar aus den Gleichungen (84.), dass 
für die Variabelnverbindungen von (83.) die Beziehungen bestehen müssen 


Die: OU 0%, \ | ’ow  Oy, 
(90) ( —— da, +( dt — \dz, = (0 @=m1,%...,m) 
O8, O3, O3, O2, / O3, Or FRd 
und 
00 od od 
(91.) A_ dz, + ’ dz,+--- = . dz, — ). 
Le OR, OR 
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(93.) D, = 
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woraus sich wegen der Willkürlichkeit der Variabelu z,, 2,, 


m 


Ö ug 


— 


02 Su 


einander die Gleichungen ergeben 
( Ou, Ö AUR ) 00 
03, O8, 2, 
09 \ 
(92.) 





r& oO U, 


\ Oz 


Ru 


OWw, 


en 
O%u 


Ö Bu 


ei 


00 


m 


C 8, 


a) 


Ö 7 a ( 


ORu—1 


0, 


0, 
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...% Dt unter 


(füre=1,2,...,m) 


die, mit den m partiellen Differentialgleichungen (11.) zusammengestellt, ver- 


möge der Voraussetzung, dass 


Am 


© u 


von Null verschieden, 


die Werthe für 


die «m partiellen Differentialquotienten unter der durch die Gleichung (83.) 
gegebenen Beschränkung der Variabeln liefern, 
wird, dass die aus allen diesen Gleichungen nach den partiellen Differential- 
quotienten genommene Functionaldeterminante muter Ordnung 


OF, oOF,, 


ou ou 
1 1 
Be ( Ep 
O2, >, 
.] N y 
( F OF, 
ou, ou, 
[®, r ihn a 
OR, OR, 
N y # 
oF OF, 
1 ’ 
OU  : 
j 1 2 ) 
O2u-1 run 
y ‘ . 
OF OF, 
ou, ‚ ou 
( - G-- 
O2, ( Su 
OF, OF, 
ON, „ ou 
( © 
US, Or, 
Y an 
oF OF, 
( Un 5 c Um 
( - O— 
( », Ox, 
u _: 
öF, öF, 
OU „ ON, 
( # Bu 
r <r (0) 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


n\ 


© 


Oru 


0 


00 


oO 


wu 


v) 


() 


iv 


0 


0 


0 


0 


U 


0 


0 


Oru 


0 


V 


( Be 
m Da 
3 ‚od 
; u 
Ü ie 
N 
O2, 
r) Oo 
ri Be ar 
O2 023 ( 


wenn wieder angenommen 





y 
4 
x 


2 
& 
r 
E 
Rd 
# 
PR. 
4 


Br 
= 





EN 


Re 





RE N NUR OU ERTTAET 
EEE DET EIRRRT, 


Er 


RER 
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für die dureh die Gleichungen (84.) und (92.) gegebenen Anfangswerthe 


«< 





wer, Wen .:., G)=6, 
ü; Ei; Y (a,, ER @ ’ U, Sr w, (a,. DE 4). .. 04 u ı/) a; .... A a 
04 ou, \ ou, \ y N 
(3 .) ( Ar = W,; (a, 4 08 d.)s . . .. - _ J =— Du a, “ .». . .. A, “ 
Ol \ \ ou 
7 En ( \ f i | > 
( 03, J en ER 4. ET A, ‚A SE ZE. \ F zZ, . U u dad, WE mr dl, 


von Null verschieden ist. 

Nehmen wir nun an, dass das Differentialgleichungsystem (11.) in 
der Umgebung der eben ermittelten Anfangswerthe (94.) den Charakter 
von ganzen Funetionen, die linken Seiten der einzelnen Gleichungen sieh 
also nach ganzen, positiven, steigenden Potenzen von 


Ur 20 u ad, ed I Yun re Y, 


7 1 
. ( 


| “u 


entwickeln lassen, so ist leicht zu sehen, dass die Einführung der neuen 
Variabeln Z, in das Differentialgleiehungsystem die Entwickelbarkeit in der 
Umgebung des neuen Anfangssystems bestehen lässt; denn, wenn die partiellen 
Differentialquotienten der «,, ..., w,, als Functionen von 2,, .... 2,_.. Z 


1 1 9 4 


aufgefasst, durch Klammern unterschieden werden, so ist vermöge (86.) 


ou, OU, /%WN\ 00 
z = (— a 
O2 OR, ( Bu ( 2, 


1 
(95.) OUxa en ( OU, )+( ON, \ od 
Ofu Bin. O2u—1 ee‘ ( Zu ) OBu—1 





OU, ( ou, ) oo 
| Ofu OZ, 02% 


iu 


und daher einerseits ersichtlich, welches die Werthe der partiellen Differential- 


' Ou, Ou, , 
quotienten ——-, ..., < ‚ = für das Anfangssystem a,. @, .... @d,_. A 
u 03,—1 OZu BD, u—1 


sind, andererseits einleuchtend, dass die Einführung der Ausdrücke (88.) 
und (95.) in das Differentialgleichungsystem (11.) den Charakter der ganzen 
Funetionen oder der Entwickelbarkeit nicht ändert. Für das so trans- 
formirte Differentialgleichungsystem sind somit vermöge der Gleichungen 
(89.), welche den Gleichungen (12.) des Fundamentalsatzes entsprechen, die 
Bedingungen 1) und 2) dieses Satzes erfüllt, und es bleibt nur noch die auf 
die Funectionaldeterminante bezügliche Bedingung 3) zu untersuchen. 

36* 
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Zunächst ist aber leicht zu sehen, dass die Determinante D, der 
Gleichung (51.), wenn man in je « aufeinanderfolgenden Horizontalreihen 


* * 00 “ . [3 00 [2 E Ö [2 * * 
die erste mit Bo die zweite mit Areen die «te mit = multiplieirt 
o ge‘ IR, Zu 


und zur ersten Horizontalreihe addirt, durch eine unmittelbar ersichtliche 
Zerlegung sich in 


Ay rn « « r nn r 
oF, 00 OF 00 OF„ 00 OF, 00 
A) - ge 2 nn: J Be a; On. 02 
a O u, ® S, 2 C u, ORu Q C H, OR, en 1 i Su | 
07 Oz x oO A 
O2, O2, O2, O2, 
AN . n P 7 mn | 
OF 00 | OF 00 oF, 00 Kae; ea 
a % u, © 8, n OU, ORu w: u, OR, n C N, O2yu 
D, = | 95 0 ( Ö 
| 03, O3, 03, O3, 


OF 00 Ö Ö OF. 09 4 OF„ 00 | 


1 + 1 bg 
[en nn fa en “ b) r 2 ” f2 « D | 
n OU 0% n ou m Oru n Ol, 03, n OU, ORu | 
CO - 1 O0 , Oo [2 Od I | 
/ Rn J Pi ’ ww / u 
( S| © Su ( S, URu 
00 n 
0 — 0 0 | 
O3u 


> 
>) 


00 0 00 ) 





Ozu 
| 
a rn \ | 
00 08 el, 
02, O2, O3,—1 
N AF N N N) 
oF, 00 PR: OF, 00 OF. 00 a 7 00 
ou, 03, ee „ ou, 03, ou, O2, 
( 0 > der a oO 
oO 02% O% 0% 
N u “r M 00 (u—2)} 
| N ng b rn au 
OF 00 f EL 00 OF, 00 r OF. 00 | 
„Oltm 02, u A >, „ OUm 02, 
O0 - O- | O- O- 
03, 02, 03, O2, 
verwandelt; da aber vermöge der Gleichungen (95.) 
’97.N OF, oF, 00 oF, 00 OF, 00 OF, 00 
(‘ ‘.) . 7 Dee. we + a ne +++ en rn ä 8 n) 
St U „OU 0% „Ou, 02, ON, O2u— „ Ou, 02, 
Ol 0. oO - OO -— 0 — 
OZu O3, O3, O3— ORu 


ist, so können wir D, in die Form setzen 








Königsberger, über Integrale partieller Differentialgleichungsysteme bel. Ordn. 285 


OF, OF, OF,, 

3 on, „f ou, ' „(ou \ 

O\ -—— Ol; O\ - ) 
Obu \ OZu ' Zu 
OF oF OF 

I 2 72 
Ä tr ou, "/ ou, „f Ou,\|f 00 u) 
(8) D = eo Br‘ (2) |( | 

O2. ’ OZ, ( Zu Uru 
oF, OÖ F, OF, 

ol OU sn \ ol ( Un of ON, \ | 
OL / Obu 4 Obu 


und die Annahme, dass D,, also auch die rechts stehende Determinante für 
die oben näher bestimmten Anfangswerthe von Null verschieden ist, würde 
die Bedingung 3) des oben ausgesprochenen Fundamentalsatzes erfüllen, so 
dass für das transformirte Differentialgleichungsystem, also auch für das 
ursprüngliche unter den angegebenen Bedingungen die Entwickelbarkeit 
der Integralfunctionen in der Umgebung der Anfangswerthe a, @&, ..., a 
erwiesen ist. 


[23 


Fassen wir die letzteren Auseinandersetzungen zusammen, so ergiebt 
sich der folgende Satz: 

Sei ein partielles Differentialgleichungsystem erster Ordnung und mter 
Klasse gegeben: 


e ou, ou, Ou,, Ou,, \ 
F, 21» .... B ,» U,» 6 Uns 7 ED) ...|. « 4 .. 0& ‘ 4 .». 0.4 ) u VD, 
2 OR OS ( X ( S ; 
l 44 N N) 
f N 
(99.) 
7 ou, ou, OU, ( Un \ 
F,, 21, ...g. Zu» U, ...,; Uns ‘ ” “ .... en s .. +94 E _ “4 ...|. J = 0), 
’ UÜR O2 URS O% 
1 dd ) dd 





in welchem F,, ..., F', beliebige Functionen der eingeschlossenen Grössen be- 
deuten, und werde verlangt, ein Integralsystem zu finden, welches für alle 


Wertheverbindungen zwischen 2,, ..., 3,, welche der Gleichung genügen 
(100.) MR, 8... 8) A, 


die Werthe annimmt 


U EZ zu u 


(101) = w(2, 34 ..43,), B = Wal 3 +0, 30) ++ Yun = Yu(Sı 3% 3.) 


so kann man in betreff der Existenz und Natur eines solchen Integralsystems 
folgenden Salz aussprechen. (reift man irgend ein die Gleichung (100.) be- 
friedigendes Werthesystem a,, a, ..., a, für 2, 2, ..-, 3, heraus, von der 
Eigenschaft, dass 
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1) die Functionen 


Te RE MEN U a a ae 


/ 


in der Umgebung dieser Werthe den Charakter von ganzen Functionen haben, 
also nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen von 3 —qa, »—lh. ..., 3,— 
entwickelbar sind, 


4 


2) mindestens eine der Ableitungen erster Ordnung der Functionen 6 

nach 3,; 32, -- 4. 5: B. 
od 
O2, ’ 


für 3 =a,..., 3,=a, von Null verschieden, 
3) die ul Seiten der partiellen Differentialgleichungen (99.) in der 


Umgebung der Anfangswerthe 


(102) 1=0, .., , =, u = Wlan, 5 Au) in Yallıy ---, @,) 


> 


und der aus den mu Gleichungen 








F,(a,, 1 A a  Yalr - 6 A 
ou, ou, OU GN 0 
Az I x.’ ar a , I ) u ’ 
8 “u >, Opu 
( 2 \ 
(103.) 
i 
F,(a,, u BB A a 3 
ou, ou, Ou,, Ou,, ) 0 
“ a L i) e 4 “ nn ze . 
OR, ORu OR, Of 
( u Ne) 00 ( On, 2.) 00 0 
O3, 02, O2, 0%, O3, 03, RER 
(104.) 2 ® P . ‘ . . (o=1,2,..., m) 
( Oo 0 re.) 00 ( Ou, ee B:.. 0 
O2, © Bu 0%, 02, O3, OZu 
hervorgehenden Werthen von 
ou ou 
l u 1 Pa 
Ox —— V.(@,, or, a), u). Fr u. 2 Vu(aı; rg a,); 
IR, u 
(10.) Du ou 
Ol; Um 
® ze Yı(lı; “ A); A Fe / Yu (Ar ER A) 
( 2 ’ © Du 





den Charakter von ganzen Functionen haben, sich also nach Taylorschen Reihen 


entwickeln lassen, endlich 
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4) die Determinante 


> SR | oF, 00 OFn 00 On 00 
; / a - ET Peso. 
7 } - - , 
2 ( u, O2, Br ( u, Ofu ou, ( OU { 
0%, O2u O2, ORu 
oF, 00  oF 00 OF. 00 OF oO 
= - “r ... u - z ’ RT ... + 
„ou 0% „OU, 0% „ou, 03 ou, 02 
106.) D; = | 0 —— oO —— A ( - ( 2 
02, OZu ( S, ÜRry 
ie A ORT DL Or. 80 OF 90 
OÖ Ol m ( >, ( u, ( Su Biilx f ou, 03 f u: ur 
JS f s 
OR, Ofyu 03, 20 


oder, was dasselbe ist, der Ausdruck 


OF, OF, OF, 
„ ou, „ ou, Rn! 
CO N G-S O— 

1 ORg ORrz OR, 

| © F. Ö F. c F,,. 
m ou, ou ou oU  cU oo 

107) =|o EL I 
| O2, U27 OR, Ur 0% OR, 


oF OF, OF,, 
) Ou,, „ OU 


r m ‘ 
JO — oO — oO 
0% o% 


a. 23 0 
worin a, P, ».., 0 alle Werthe 1, 2, ..., u annehmen, für die durch (102. 
und (105.) bezeichneten Anfangswerthe von Null verschieden ist, 

so besitzt das partielle Differentialgleichungsystem (99.) ein und nur 
ein Integralsystem u,, U, ».., %,, welches in der Umgebung der Werthe 
3, = 4, ..,23,= a, den Charakter von ganzen Functionen hat und für die dureh 
die Gleichung (100.) gegebene Beziehung zwischen den unabhängigen Variabeln 
die vorgeschriebenen Functionalwerthe (101.) annimmt. 

Wir wollen endlich diesen Fundamentalsatz von der Existenz und 
Natur der Integrale partieller Differentialgleichungsysteme noch in einer 
dritten Form aussprechen, die sich in ganz analoger Weise wie die letzt- 
behandelte ergiebt, wenn wir uns auf den von Poincare aufgestellten 
Hülfssatz stützen, 

dass, wenn eine Gleichung 


(108.) (2, 235 .:.,23,) = A 


durch ein Werthesystem 3, =4, =, .. befriedigt wird, in 
dessen Umgebung 6(z,, 2, ..., 3,) den Charakter einer ganzen Funetion 


= ER 
..„ Sy = 4, 
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1) die Functionen 


Mi, Bir 2 Bu Sr ee A u 


u) 


in der Umgebung dieser Werthe den Charakter von ganzen Functionen haben, 
also nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen von 3, —q,, 32—G,, ..., 3,—-@, 
enlwickelbar sind, 

2) mindestens eine der Ableitungen erster Ordnung der Functionen 6 
nach 3,, 3, -- 35 4 BD. 


od 


02 


Uxy 
für 3 =@,..., 2,=a, von Null verschieden, 
3) die linken Seiten der partiellen Differentialgleichungen (99.) in der 
Umgebung der Anfangswerthe 


(102) 1=9, .., 2, =, = Vıla, 5 Au)ı + u Walt»; @,) 


und der aus den mu Gleichungen 





F,(a,. u ei. 
ou, ou, Ou, OU 
7 j) . n ’ .. ur; iv 9 . An ) — ), 
Us, ( “u 02, Opyu 
(103.) 
h 6 4 
Fa\G1 - +5 Bus Yılaıy - 3 Buhı.--+7 Ynlıı «3 Ay): 
ou ou Ou,, Ou,, 
u . re ’ ® An “ ®. a ) — Ü 
( a ( “u Us, ( u 
( Oug OWw, al’) ( On, Oo 00 0 
02, O2, 02, \ 0%, O3, ) 02, en 
(104.) . . . (G=1, Bra 





ou, Oow,\ 00 Oug Oo 
en Kun ;. un a a N un N 
OZu URu Ury x O2y ( Sy 


hervorgehenden Werthen von 


ou P OR 
ö = WW, -- a); .., ds, = ul, RR a): 
m "| J 
(105.) 3 . 2 
OU, Olm 
m eyala, ah. a a Yaakrr ©) 
OR, O2u 





den Charakter von ganzen Functionen haben, sich also nach Taylorschen Reihen 
entwickeln lassen, endlich 
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4) die Determinante 


OF 00 oF, oo OF. 00 1 OF, 00 
ou, Oz  ı ‚ ou, ( Su Bei OU O% Zul cu f ’ 
O ’ O- i ( n 
( R, ( Zu ( S, O% 
oF, od R ( F, 0 E F,. od ol cd 
— - +..+ > - ERBE ae 
/106 D r ou, OR, n OB, ORu u n Om. 08 OU Ofu 
\ .) 7 — dO - “ cd - ı f . l y. 
O2, OZyu OR, O2, 
OF, 00 | f ni F' 00 ol od oF 00 
- - ee = - i 
n OMU OR, ( u, Ufy Olm 03 cu Uru 
'® 6, r { { 
( RS, Ofu 03, Zu 


oder, was dasselbe ist, der Ausdruck 


rn r 7 . 
or, ( F, ( F,. 
|. ou Sa „ ou 
0 — Or od 
| O2. 1) 25 OR, 
rn 7 r . nn 7 
| oF OF, OF, 
1 — “ * [2 I 
es „ ou, „ ou, „ ou, 00 00 00 
(107.) 2|0 a. zr ur. 
| O2, U25 URg O2, 0% 0%, 


er 
€ 


AT! n r 
oF, OF, OF, 
= r Be 
n Olm u He N; 


iO — O— d 


O2, 035 OR, 

worin &, P, ».., 0 alle Werthe 1, 2, ..., u annehmen, für die durch (102.) 
und (105.) bezeichneten Anfangswerthe von Null verschieden ist, 

so besitzt das partielle Differentialgleichungsystem (99.) ein und nur 
ein Integralsystem u,, Ua, ».., %,, welches in der Umgebung der Werthe 
3, =4,..,2,= a, den Charakter von ganzen Functionen hat und für die durch 
die Gleichung (100.) gegebene beziehung zwischen den wnabhängigen Variabeln 
die vorgeschriebenen Functionalwerthe (101.) annimmt. 

Wir wollen endlich diesen Fundamentalsatz von der Existenz und 
Natur der Integrale partieller Differentialgleichungsysteme noch in einer 
dritten Form aussprechen, die sich in ganz analoger Weise wie die letzt- 
behandelte ergiebt, wenn wir uns auf den von Poincare aufgestellten 
Hülfssatz stützen, 

dass, wenn eine Gleichung 


(108.) 6(231, 23. 3,) = A 
durch ein Werthesystem 3, =4, »=@, ..., 3, =a, befriedigt wird, in 


dessen Umgebung 6(z,, 2, ..., 3,) den Charakter einer ganzen Function 
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besitzt, der Gleichung (108.) identisch genügt werden kann durch die 
« Ausdrücke 


3-4 = (9, 92, 22 Yun); 
(109.) A Fe (M Vay co Mir), 
a Ph 





U 


worin 7, Ya, 2.., Y%,_, von einander unabhängige Veränderliche und a,, 
(>, ..., a, mit den Nullwerthen dieser Veränderlichen zugleich verschwindende 
Funetionen algebraischen Charakters sind, d. h. Lösungen von algebraischen 
Gleichungen der Form 
(110.) "+ 9 TH I Ir er Ya) = 0, 

worin 9, Gas -:., 9. Mit 9, 93, ..., 9, zugleich verschwindende Functionen 
dieser Variabeln vom Charakter der ganzen Functionen sind. 

Dann lautet, wie unmittelbar zu sehen, das Fundamentaltheorem 
folgendermassen: 

Sei ein partielles Differentialgleichungsystem erster Ordnung und mter 
Klasse gegeben 





ou ou ou ou 
F (2 nn Burn Mas ocna Mas A a a a ")=0, 
ı\*ı ) u 19 ’ m» O3, ’ ’ Oz ’ ) O2, b) O2, 
/ 
(111.) 
i ou ou OU, Ou,, 
Mia Us ooon Una Zn An ee Ay ee )=®, 
„(“ Te TOR DR) TS SERERELIIR. SEIEN ’ O8 
in welchem F,, ..., F, beliebige Functionen der eingeschlossenen Grössen be- 
deuten, und werde verlangt, ein Integralsystem zu finden, welches für 
(112.) | 3 = (9, 9... Vu ah Bl, 9% + Yacı)) 
\ ae 
| = U, (V, V>, er Va-ı): 
worin A, Ay ..., a, willkürliche Functionen der Variabeln v,, v;, ..., P._.ı 
bedeuten, die Werthe annimmt 
_— ’ 7 ! a vv \ 
(113.) |%ı nun U,0 Iy Way en wi) Ye CZE Yay ey Ya-ı)y 
| U un U.(v,, v5, ee... ww”), 
worin N, I. ».., A, wiederum willkürliche Functionen derselben Variabeln 


darstellen, so kann man in Betreff der Existenz und Natur eines solchen 
Integralsystems den folgenden Satz aussprechen: Greift man irgend ein Werthe- 
system n,, %ı, ..., 2, , der Variabeln v,, v;, .... Y,_, heraus von der Eigen- 


"u 


schaft, dass 
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1) die Functionen Q,, Qs, -.., Ay, YA, Ar, ..., U, in der Umgebung dieser 
Werthe den Charakter von algebraischen Functionen haben, welche für n,. 
u... Be Were a, u, .:, 0 Ay Ar, ..., A 


2) mindestens eine der aus u—1 Reihen zusammengestellten Determinanten 
der Grössen 


m 


annehmen mögen, 


oa, oa, oa, 
ov, ov, OVu-ı 
oa, oa, oa, 
or, ov, Or, 
od, OAu oa, 
( v, ov, OV. 1 
für das Werthesystem n,, n,, ..., n,-, von Null verschieden ist, 


3) die linken Seiten der partiellen Differentialgleichungen (111.) in der 
Umgebung der Anfangswerthe 





BE) Ss aute, .:, a), -., u (ar -- ) I, 
(118.) u = Ulm. -.., N, 4) Ba ee eh 
und der aus den mu Gleichungen 
ö m 2 M ou ou Du 
5 SFREREBIEN PIE. VRSE R a a a ee ) VÖ, 
( S ( > C °, e “u 
’ 2 0 ou OU, OU‘ 
Kla;:, Rus lPıy #+ er Pons rn PEN Be Br Lu Di . a. v, 
(116.) $; r “. m 
Ou, a, L PR... oO, Er di Oug Odu u ( N, 
02, ov, 03, ov, m: 0° 
:- (roe=1,2,...) 
OU, oa, OU, oa, e Ou, OA, ON, 
02, O%,-ı 0%, M-ı FO 
bestimmten Anfangswerthe der partiellen Ableitungen, die wir mit 
Ou, OU, 
E+, 22 ß if 
= = PalRız My +. Au-ı), 5 = Porllıy Miy sen Ma) nn 
(117.) a 2 
OUg / \ 
O2, = Pou\Rı 4 N,, ..0.% N. 1 





bezeichnen wollen, den Charakter von ganzen Functionen haben, sich also nach 
ganzen, positiven, steigenden Potenzen von 


- .) .) 
3, 700,, . . .. Fi / 7 ı, /41, . . .. U —iIms 
nn nn en 
ou, ou, Ou,, Ou,, 
or (Ps u. N — Qu wer w u. 1» ei m Pu f 1 
Os, ( “u . ( u ( Zr 


entwickeln lassen, endlich 
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4) die Determinante 





OF OF OF OF, OF, OF 
9 Fi Breueg Ha a g.. mg 
= t = U: z ı eh U. r— 
ou, ır „ ou, sap er ‚08. ı+ ou, hc „ Ou 2 
O- O - Oo — Ö- Ya OO, 
| 0%, 0%, O2, 0%, O3, O3, 
OF oF oF OF, OF OF, 
—— + ” Ft + x w.. .... - -9,+- — +++ —)$I 
; \Y „ou, ME An Fe ee ou, m ou, # 
(118.)D, = |9-— e 5 0. Ö a OÖ ag Ö 5, 
UZ O2 O2 % 3 O2 
1 2 M 1 2 M 
OF, 9.4 OF, PER OF, 9 OF,, 9.4 OF,, in On . 
ıTr°r t ER in ah Zu 
en OU Ou,, n\ Ou,, zu ' Ol ' N Ou,. R u Ou,, 2 
O- O- O- Ö O- 
03, O3, O2, O3, 02, 0%. 
worin 
oa, oa, oa, 
I 8, Ov, Dvu-ı 
AR | 
om-ı OIm-ı Oa-ı | 
I— Leon. ey 2 he 
i oV oVv, OV ei 
(119.) 9, = (1 R Se BIN] 
ı olırı AAlırı Odizı | 
 & ov, ov,-i! 


| 
| au a, Mu | 
| — —— _— E ° . 


ov, Ov, ET 
für die durch (114.), (115.) und (117.) bezeichneten Anfangswerthe von Null 
verschieden ist, so besitzt das partielle Differentialgleichungsystem (111.) ein 
und nur ein Integralsystem u,, u, ..., %,, welches in der Umgebung der 


Werthe 3 =, 3 =%,,...,3,= «a, den Charakter von ganzen Functionen hat 


f 
und für die durch (112.) gegebenen Beziehungen zu u—1 unabhängigen Variabeln 
in die durch die Gleichungen (113.) gegebenen Functionen algebraischen Charak- 
ters derselben Variabeln übergeht. 

Die so sich ergebenden Integralelemente des partiellen Differential- 
gleichungsystems mter Klasse mit « unabhängigen Variabeln enthalten somit 


m willkürliche Funetionen von «u—1 Variabelnverbindungen. 


3. Singuläre Integralsysteme von partiellen Differentialgleichungsystemen beliebiger Klasse. 
Die oben vorgenommene Reduction eines beliebigen partiellen 
Differentialgleichungsystems (2.) auf die Weierstrasssche Normalform (6.), 
(7.) ist bekanntlich nur dann ausführbar, wenn nicht für die Lösung {, der 


Gleichung 


. 
Br ou Ou,, 
(120.) G (z,, ...; Bus U. org u - .... ı t) = 0 


” O3, I 


0%, ’ .e. 0° ’ 


- 








auch zugleich die Gleichung 


v2 
: 06 (2, ae Be Abi; 
(121.) 
$, 
wurden. 
3, ein Integralsystem «,, %,, . 
G(a,, 4 Bus Us 
122.) 
06 (3, OR re 5 





zugleich erfüllt wären, und wir wollen ein Integralsystem u,. 


.. 


..o 


ot 


.09g Um; 


m» 


u Hi» 


ot 
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ou, Ou,, 
O3, ’ 


“ = 0 


befriedigt wird, welche Voraussetzung als erfüllt angenommen werden durfte. 
so lange sämmtliche Variabeln als von einander unabhängig 


betrachtet 


o 


Aber es könnte das gegebene partielle Differentialgleichungsystem 


.., 4,, besitzen, für welches die beiden Gleichungen 


f : ’ \ 
‘ “ Mi v “ u. 0.4 4) _- ), 
OB O2, 
ou, OU, \ 
, ; I) 
m u 
Üx% ÜsS / 


‚uü,, welches 


den beiden Gleichungen (122.) genügt, ein singuläres Integralsystem der 
partiellen Differentialgleichungen (2.) nennen. 


Zur Auffindung der singulären Integralsysteme bemerke man zunächst, 
dass, wenn man £, zwischen den beiden Gleichungen (122.) eliminirt, sich 
eine stets herstellbare algebraische Beziehung ergiebt 


(123.) wa, 22.5 245 Minen) ms 


n 
O 


u 


en 
mr 
O ©, 


ou ou, Ou.\ 


1 
“ L) 


ri ME ud 5 )„=% 
03, 8, O3 


.o 
’ 


eliminirt man sodann aus dieser Gleichung und den Differentialgleichungen 


(2.) auf algebraischem Wege die Grösse 


Deka r:; 
‚so werden %. %, ..., 4, 


/au 


ein Integralsystem eines wieder auf die Normalform gebrachten partiellen 
Differentialgleichungsystems der Form sein 


(124.) 








OH (2, 


== H, (3, a 


N m 
n(z,, .... “us U,. en 


11 + 


., Ums 


U 


ou 


1 


- 
* 
won 


7 
cu ou ou \ 
I 
O3, 03, >, ER We, ou, 
ot, ( », 
1 ou, ou cH f \ 
“ “ E % w .... “ r ? J 
2 ( zT ( zZ ( Ds . 
1 
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worin t, eine Lösung der Gleichung 


e ; 
S ou ou ou ou 

185.) Ma, ee 
( / 19 ’ u 13 ’ nı9 O2, O2, b) y 02, b) . OBu-i 


ist. 

Zur Bestimmung der singulären Integralelemente aus gegebenen will- 
kürlichen Anfangsbedingungen wird man folgendermassen zu verfahren haben: 
man setze für &4, %, ..., %,_, die zu z3, =a, gehörigen willkürlichen An- 
faneswerthe 
(1206.) = Yılaa 330) = Walßaz - 5 Bu) > > 03 Unı = Wa-ıl823 -- +; 34) 


in die aus der Gleichung (123.) folgende Beziehung 


o(a,, Bay sen Ba Win + Yan, (a) 





(127.) z 
ei op, Mum)a, © m), ) = = 
ae Er a 
ein; wählt man dann für z,= a, den Anfangswerth von (w,), als willkür- 
liche Funetion von 3;, ..., 3, 
(128.) GE} Br 125, 24» Zu ’ 
so wird sich durch Integration der Differentialgleichung (127.) 
129.) (Ua ra w.(2, 33, a 2) 


ergeben. Mit Hülfe der Anfangswerthe (126.) und (129.) integrire man 
das System von Differentialgleichungen (124.); genügen die Integrale dann 
der Gleichung (123.), so ist das gefundene Functionalsystem auch ein Integral- 
system der gegebenen Differentialgleichungen (2.). Es kann nun aber auch 
fir das gesuchte singuläre Integralsystem die Gleichung (125.) gleiche 
Lösungen, also mit der Gleichung 


OH(z,, any Un Min nn 3 er . 1) 
‘ PR 2 —1 
(150.) ERINBENEERDNERESEBERREEESEERBGEE RER" rn ni... maß 


Un 


" 6) 
eine Lösung gemein haben, dann würde die Elimination von —— 


zwischen 
Ou—ı 


(125.) und (130.) eine algebraische Beziehung der Form ergeben 


(151.) © (2 2, U u = = > er -) 
ö R un 21, .... [7E) 13 u... my 02, yoooı 03, ’ .e..;,. OR, ee 03,-ı 


= 0, 


und man könnte vermöge (123.) und (131.) aus dem gegebenen Differential- 
Ou„ Ou,, 


O2, ’ Oi 
schaffen und das neue Differentialgleichungsystem wieder auf die Normal- 


gleichungsystem (2.) die partiellen Differentialquotienten heraus- 
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form bringen, u. s. w. Immer führt die Bestimmung der singulären Integral- 
elemente auf die Aufsuchung von Integralen für Differentialgleichungsysteme 
in der Normalform, bis wir sämmtliche Ableitungen von «,, eliminirt haben: 
die letzte den Gleichungen (123.), (131.),.... analoge algebraische Beziehung 
wird mit diesen uns gestatten, aus dem Differentialgleichungsysteme (2.) die 
Function «, nebst ihren nach 2,, 2,, . - -, 3, genommenen ersten Ableitungen 
zu eliminiren, und wir erhalten sodann ein partielles Differentialgleichung- 
system erster Ordnung und (m—1)ter Klasse mit den m—1 abhängigen Variabeln 


U, U ..., 4,1, 18t dieses integrirt, so ist vermöge der vorher gefundenen Be- 


o 

ziehungen a, algebraisch durch «,, %, ..., %,_, und deren erste Ableitungen 
ausdrückbar. Fährt man in diesen Schlüssen fort, so ergiebt sich der Satz: 

Die Bestimmung der singulären Integralelemente des partiellen Differential- 
gleichungsystems (2.) führt auf dem angegebenen Wege entweder zu algebraischen 
Functionen von 2, 2. ..., 3, für diem Elemente u,, u,, ..., «, des singulären 
Integralsystems, oder sie erfordert die Auffindung eines Systems von nicht 
singulären Integralelementen eines partiellen Differentialgleichungsystems, in 
welchem weniger erste partielle Ableitungen der abhängigen Variabeln oder 
weniger abhängige Variable enthalten sind, wobei im letzteren Falle die übrigen 
Integralelemente algebraische Functionen der anderen und deren ersten partiellen 
Ableitungen sind: in allen Fällen muss nachträglich verifieirt werden, dass die 
gefundenen Elemente auch wirklich ein System von Integralen des gegebenen 
Differentialgleichungsystems bilden. 


4. Ueber die durch Variation der Constanten herleitbaren Integrale von Systemen partieller Differential 


gleichungen beliebiger Klasse. 
Da die partiellen Differentialgleichungsysteme erster Klasse für die 
nachfolgenden Betrachtungen eine Ausnahmestellung einnehmen, so mögen 
diese zunächst besonders betrachtet werden. 


oeoreben 


Sei die partielle Differentialgleichung geg 


f ’ ou ou ou x 
(1.) f\2ı, Bay reg Au U 503 eu TE — , 


u 8, e ORfu 
in welcher z,, 2, ..., 3, unabhängige, «a eine abhängige Variable bedeuten, 
so soll eine Function 

(2.) “= Fis, 2, :.., 55 &u Gy... @,); 


in welcher a,, @;, ..., a, willkürliche Constanten vorstellen, ein vollständiges 
Integral der partiellen Differentialgleichung (1.) genannt werden, wenn u, sowie 
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die aus (2.) durch partielle Differentiation nach 2,, 2,, ..., 2, gewonnenen 
, D Ö ou . 
Werthe von >. = = 77 Fe in (1.) eingesetzt diese Gleichung identisch 
“. . A 

für alle Werthe von a,, @, ..., a, befriedigen und die Integralfunction (2.) 
nicht noch einer anderen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung für 
willkürliche Werthe der Constanten a,, a., ..., a, (Grenüge leistet. 

Um die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür auf- 


zustellen, dass ein Integral ein vollständiges ist, werde zur Abkürzung 
ee er. RR RR 
gesetzt, so dass die partielle Differentiation der Gleichung (2.) die Be- 
ziehungen liefert 
(3, Nr. u. I 
02, ' O2, ’ TAEFINLE e ° 
und es darf angenommen werden, dass die partielle Differentialgleichung 
(1.) sämmtliche p,, p:, ---, p,„ enthält, da, wenn p, fehlte, die partielle 
Differentialgleichung als eine solche mit nur «—1 unabhängigen Variabeln 
zu betrachten wäre, in welche 3, als Parameter eintritt. 
Es werde zunächst vorausgesetzt, dass « selbst in der Differential- 
gleichung (1.) enthalten sei; dann ist unmittelbar ersichtlich, dass, wenn (2.) 
ein vollständiges Integral sein soll, die Functionaldeterminante 


SE - o’F o’F 
03, 0a, 03,00,  O2da, | 
OF ö®F OF 
(4.) D= | %00, sd, '"" Ö2uda, |; 
o’F oO’F OF | 
OO, U —— | 
welche nur von 2, -.. 24 4, -.., a, abhängt, nicht identisch verschwin- 


den darf, da sonst die Gleichungen (3.) eine Beziehung zwischen den 
Grössen Pı, Par ++ +5 Pus 21 323 +++, 2, also eine partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung liefern würden, welche, da sie « nicht enthält, von der 
Gleichung (1.) verschieden wäre, und # somit gegen die Voraussetzung 
zwei partielle Differentialgleichungen befriedigen würde. Umgekehrt lässt 
sich aber auch zeigen, dass, wenn die Determinante D von Null verschieden 
ist, (2.) ein vollständiges Integral von (1.) ist; denn da sich vermöge eben 
dieser Voraussetzung @,, ®, ..., a, aus dem Gleichungsysteme (3.) als 
Funetionen von Pı, » + +5 Pas 313 ++, 2. ergeben, so werden diese Werthe, 
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ud e) 


in (2.) eingesetzt, eine nicht identische, die Grössen ®, Pıs = =: Pas Bis >=, 3, 
enthaltende partielle Differentialgleichung liefern, und es muss die Differential- 
gleichung (1.) sein, da, wenn zwei verschiedene solche Differentialgleichungen 


existirten, durch Elimination von « sich eine Beziehung zwischen p,, ..., P,: 
&, ++, 3, ergeben würde, welche vermöge (3.) gegen die Voraussetzung 


das Verschwinden von D verlangte. 

Mag nun in der Differentialgleichung (1.) die Funetion « selbst 
fehlen, so muss nothwendig die Determinante D identisch verschwinden, da 
im enfgegengesetzten Falle sich, wie eben gezeigt worden, ausserdem eine 
die Grösse » enthaltende partielle Differentialgleichung ergäbe, was, wenn 
(2.) ein vollständiges Integral sein soll, nicht stattfinden darf. Aber wir 
behaupten, dass dann nicht alle zu den Elementen einer Verticalreihe ge- 
hörigen Unterdeterminanten erster Ordnung identisch verschwinden können; 


2 y 


R i z co4H ae . 
denn wenn eine solche, z. B. die zu dem Elemente ——. „_ - gehörige, Unter- 


( Zu 0A, 
determinante 
Ö®F ö®F Ö®F 
03,0a, Gm: On 
| O@F ö’F Ö®F 
(5.) D,. = | 9%.0a, —  — — —- u-ı08, 
Ö®F Ö®F ö®F 
N Rn — 


identisch verschwindet, so werden die Gleichungen 
OF 

(6.) cr = 

1 


02 

eine analytische Beziehung zwischen p,, Pa »-:-: Pu 31 3 +, 3, Und 
a, liefern, und allgemein wird das identische Verschwinden derjenigen 
Unterdeterminanten erster Ordnung, welche zu den Elementen der letzten 
Verticalreihe von D gehören, der Reihe nach Beziehungen von der Form 
geben 
PılPır +, Pas 3 +: 35, ) =, 
(1.) | & ’ , “eu 

De al a 5 O0, 
aus denen man die Werthe von a,, a, ..., a, entnehmen und in die Glei- 
ehung (2.) einführen kann, woraus sich wiederum eine die Grüsse « ent- 


oF OF 
. P: — Oz b) ” . .. Pu 1 u 
R, 


Im 
O2 „—1 


haltende partielle Differentialgleichung ergäbe, was nieht angeht. Sei nun 
eine von den nicht identisch verschwindenden Unterdeterminanten die zu 
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6) 


dem Elemente - - gehörige, so werden sich aus den Gleichungen 





O200a, 
8.) > a ee Be A.  Pon = 8 ee E 
O2, BE 030—1 er O2o+1 Äindbr: 02, 
die Werthe von @, @&, ..., 4,15 Agrız » +, a, als Functionen von p,, 
Po-ır Poris *+ +3 Pas Fir ++ +3 34, A, ergeben und in die Gleichung 
(9.) Ps = DE: 
0%, 


eingesetzt, da a, vermöge des Verschwindens von D von selbst heraus- 
fallen muss, in der 'T'hat eine die Grösse « nicht enthaltende partielle 
Ditferentialgleichung liefern. Andererseits ist aber nothwendig, dass, wenn 
man die aus (8.) ermittelten Werthe von a,, @, ..., @,_1, Ayyı, - ++, a, in die 
Gleichung (2.) einsetzt, a, nicht herausfällt, weil sich sonst noch eine 
zweite, » enthaltende, also von der ersten verschiedene Differentialgleichung 
gegen die Voraussetzung der Eigenschaft des vollständigen Integrales er- 
geben würde; es darf daher die Determinante 


OF OF °F D°F d®F 
da, a — „did Ort — — Osuda | 
OF  &F Ö?F Ö?F OF 
10) Bi wi Be. ee En N 
| 
a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
löor or °F O®F D®F 
| 0 Mi 0 rl 08,0 


nicht identisch verschwinden. Ist nun umgekehrt die Determinante D 


; h . a ’ OF N a 
identisch Null und eine, z. B. die zu dem Elemente 52 0 gehörige, Unter- 
0 0 


determinante erster Ordnung von Null verschieden, so ergiebt sich zunächst, 
wie eben gezeigt worden, eine « nicht enthaltende partielle Differential- 
eleichung, von welcher (2.) für willkürliche Werthe der Constanten a,, 
Ay, ..., a, ein Integral ist, aber es lässt sich auch zeigen, dass keine 
andere Differentialgleichung existirt, von welcher # ein Integral ist. Denn 


gäbe es noch eine Differentialgleichung 


(11.) fi(&1, Day ren Bus U Pı, Pr, +++, P.) =U, 
so würde in dieser entweder schon an sich der partielle Differentialquotient 


p, fehlen, oder, wenn derselbe in ihr vorkommt; so liesse sich dieser aus 
(11.) und der eben gefundenen 


(12.) fi, 225 + 205 Pr Pr ++ Pu) = 0 
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eliminiren, und es ergäbe sich für eben diese Function « eine partielle 
Differentialgleichung der Form 


(13.) f:(2ı, 23, .o0., Zu u, Pı;s P:, ..., Ps 19 Po+is ..0.4 Pu) _- (): 
stellen wir aber die Gleichungen zusammen 


1 OF OF 
u=F, pı=2—-,p=- 
Ro Ur, 
(14.) Be es 
oF oF r F 
_ı >= 7 4 ) u ...+. D, > 
Po 1 O8. , } o+l Ö30+1 ’ ’ l u 0%, 





so würde die von a,,...., a, freie Beziehung (13.) verlangen, dass D, identisch 
verschwindet; da dies nun nicht der Fall sein sollte, so kann also auch keine 
andere partielle Differentialgleichung als die zuerst oben gefundene, « nicht 
enthaltende Differentialgleichung existiren, von welcher # ebenfalls ein 
Integral ist. 

Fassen wir die eben gefundenen Resultate zusammen, so ergiebt sich 
der folgende Satz: 

Ist eine partielle Differentialgleichung 


ou ou ou 
f By Day 00; Du U ZT AT ee TA, =V 
O3, OR, Uru 


gegeben, in welcher u selbst enthalten ist, so ist die nothwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, dass die Function 


u=F(3, 2: :-.; 35 4 Gy 4 @,) 
welche nebst ihren partiellen Differentialquotienten in die partielle Differential- 
gleichung eingesetzt derselben für beliebige Werthe der u Constanten a,, @,, ..., @, 


Genüge leistet, ein vollständiges Integral ist, die, dass die Determinante 


o’F o’F o°’F 
02,0a, 02.00  ——  Osuda, 
o°’F o’F o’F 
D = 03, da, 02,0a, Se 03,04, 
| 
| OF o°’F o’F 
02, 0a, 03, 0q, Era 02,04, 


nicht identisch Null ist. Hat die partielle Differentialgleichung jedoch die Form 


ou ou ou ) 
f 21; 23, nf . 2 u) ” , Fi , .... - — VD, 


O2, OR, ( Su 


in welcher u selbst nicht vorkommt, so ist die nothwendige und hinreichende 
Bedingung für die Vollständigkeit des Integrales, dass D identisch gleich Null 
Journal für Mathematik Bd. CIX. Heft 4. 38 


t 
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ist, dass ferner eine der Unterdeterminanten erster Ordnung 


O2, 10a, 024100, 07 02.0, 





OF Ö?F O?F O?F 


Am n 
URx, oa, 


O®F OF &®F | OF 


| 


D AB 03, da,-ı ee O%,--109,—1 08, 4104,-1 02404,-ı 
Kur ng n 
“7 ÖF Ö®F °F 

ı 03, 04,41 O25—1 Ö4o+1 Ö264104,+1 02.0441 


OF va OF OF 








von Null verschieden, und ebenso die Determinante 


o’F o®’F OF o°’F o’F 
Br er ee a ar er Tr =; © 

| °F °F OF ö?F ö?F 
Del. Du. St 





| 
| 


| 


I 


EZ a 
| )?F o°’F OF o’F o’F 
| 02,da, 02-100, O4  O%orıÖAay O2,0a, 
nicht identisch Null ist. 

Sei nun 


das vollständige Integral der partiellen Differentialgleichung 


n 
ou ou ou 
16. (z 2%: .—8  » 3 U . oma „ urn . 8. 8 Fade“ = 0 
( ) f 19 2) ‚ET b) O8, ’ O2, ' ’ 02, . 


welche somit nach dem Vorigen allein durch die Gleichung (15.) befriedigt 
wird und aus den in den Grössen @,, @;, ..., a, nicht identisch von einander 
abhängigen Gleichungen 


(17) ou oF ou Ö ou OF 
er: DB, 7 a re TR rfnregg, 3270: 


durch Einsetzen der aus diesen hergeleiteten Werthe von a,, @, ..., a, in 
Gleichung (15.) hervorgeht. Zunächst ist leicht ersichtlich, dass man un- 
endlich viele neue Integrale der Differentialgleichung (16.) angeben kann, 
welche sämmtlich die Form der Integrale (15.) haben, in denen jedoch die 
nunmehr variabel sein werden; denn da sich unter 


Grössen a, ..., 4, 


dieser Voraussetzung durch partielle Differentiation nach z2,, 2, ..., 2, die 
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Gleichungen ergeben 





ou kn öF n oF oa, 1 OF oa, Re oF oa, 

03, 03, da, 0%, da, 03, oa, 0%, 
(18) Ä 

u. OF oa, 2 OF O0a, | OF da, 

O2, Pi O2 da, 02, 0a, Ö3, A da, 0%, ’ 


so wird, wenn die a,, @, ..., a, so als Funetionen von z,, 2, 
bestimmt werden, dass den Gleichungen 


3 


OF oa, ’ OF oa, Re: oF da, 0 
da, ©, da, 03, u 


(19.) 
OF oa, 1 OF oa, 


E . 2 0 F 0a, 


n 2 N 
od, © Zr OA, CO ud > 





) Am. 
ca OÖ “u 


genügt wird, das System (18.) in (17.) übergehen, und also wiederum die 
Elimination von a,, ..., a, zwischen (15.) und (18.) die Differentialgleichung 
(16.) liefern. Die Gleichungen (19.) liefern aber entweder die zur Be- 
stimmung von @, @, ..., a, als Funetionen von 3,, ..., 3, hinreichenden 
Gleichungen 


oF oOF oF 
ZU. . = _— — () nn _ —(), 
20) irn, no 4 


oder es ist die Funetionaldeterminante der a,, ..., a, in Bezug auf 3,,.... 2 


| 00, 9a, __ 0M, 
| 0%, O2, 02, 
(21.) re it 
oa, da, oa, 
O2 6, Su ORu 
d. h. es ist 
(22.) wi ai) et, 


worin g, eine willkürliche Funetion bedeutet. Leitet man durch Differen- 
tiation nach z, hieraus 


nn fa\ nn rn , P 
op, ca, , OP 0% | OP, OGu ) 
oa, 0%, 0a, 0%. ' Wi Vie 


ab und benutzt diese Beziehung für die « Gleichungen des Systemes (19.), 
so erhält man 


38 * 
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Ge un Be 6. 
oa, Ca, dm da, / 02, da, da, da. da, > 
OF Op, OF Op, dayu-ı = 
tn 1-1 — 9 Al 0, 
(23.) a 
ÖF Og, OF 34 OF 4 3F Op,\ 0a, 
Tre da, da, )Zu el a a ae 


Me O9, OF u he Sa 0, 


au. 9a, au au? O2, 





und hieraus folgt entweder, dass die a, @, ..., 4,-., a, der Gleichung 
(22.) und den «—1 Gleichungen 


OF Op, ch OF Op, > OF 09g, Sr oF °P, BR 
(24.) 4 da, da, da, das ° da dau da ‚da, ki; 


. .. 
2 


OF 09, OF 09, 
ne. 


day-ı da, da, Oay-ı 
genügen, aus denen die Werthe a, «@,, „ als Funetionen von z,, 
23, ..., 2, Sich ergeben, die, in die Gleichung (15.) eingesetzt, eine 
Integralgleichung von (16.) liefern, welche, da a, aus (22.) als willkürliche 
Function von @, @, ..., 4, Sich ergiebt, eine willkürliche Function 
von «—1 Variabelnverbindungen a,, @, ..., a, , enthält, oder es ist nach 
(23.) die Functionaldeterminante der Form 





2 a 





da, da, Oau-ı 
Dr a Pre | 
da, da, da,—ı | 
(25.) O2,, Ö%,, BE O2, | =V, 
| 
] 
BER e. rare day... 
| Ö8a,_, O3 ,_ OBay-ı 


in welcher die Indices «,, «, ..., &,_, Jede Combination der Zahlen 1, 2,..., « 
zur (u—1)ten Klasse bedeuten, und woraus sich eine Beziehung unter den «a,, 
Ay, 2.., A,_, Selbst ergiebt, während umgekehrt die Existenz einer solchen 
Beziehung 

(26.) Pla, Gr, 5 du um) = 
worin , eine willkürliche Funetion bedeutet, die läd, (25.) befriedigt. 
Bringt man die Gleichungen (22.) und (26.) auf die Form 

(27.) wlan, Ay. u A )=V, Wıla, Ay. du Au) = 0 
worin w, und w, wiederum willkürliche Funetionen bedeuten, leitet aus 
diesen durch Differentiation nach z, die Beziehungen 
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n r n n nn rn 5 „ 
j OÖ oa oOw, 0a, oOw, day. oOw 0a 
(28.) Yo — l + — Alta “ 2 + = + * 0 .- . | ee nn () 
oa, O2, od, O2, OAu-—2 O2a od, O2, 
und 
O1 da ol da, Ö 04.—: ow oa 
En den et , N Tr 9 
oa, 02, oa, 02. Oa„-2 02, Oau-ı O2 


ab und benutzt dieselben für die « Gleichungen des Systemes (19.), so erhält man 
( 6) Oy, Op, oF OWw, Ow, OF oy, oOw, ) c a, 
da, da, Ca„- Oau-ı da, da, da, da„-ı da, 02, 

ÖF Ow, öw, OF öw, dw  ÖF dw Aw,\ da, 

(30.) HM da, da. da, ı da, da, da, da, ca, ) 02, 

> en. i 





nn nn n y rn er N « N j 
+ öF oY, . Ü vv kn oF > © w, © v 22 ‘ F ( v h w ) ( Ü —_,2 
Oa,„-. 0a, Ca,-ı OCa,-ı 0a, Ca„-. Ca, Ca,-ı CAu-. 


für @e=1, 2,..., u, und hieraus ergiebt sich wieder, dass entweder 


Un 


[| oF Ow O©Ow, OF oOw ©Oy, OF oOw, oWy, 0 
oda, 0a, Oau-ı Oa„— 0a. 0a, Oa„ Oa„-ı 0a, 

OF oOy, Owy, .. OF 0, ow, _ OF oy oO, 0 
Oau-. oa, Ca u-ı cda,-ı oa, dau-.: oa, cA,„-—ı O4, 





ist, woraus in Verbindung mit (27.) sich die Werthe von a, @,, ..., a, als 


Funetionen von 23, 2, ..., 3, ergeben, die, in die Gleichung (15.) ein- 
gesetzt, eine Integralgleichung von (16.) liefern, welche zwei willkürliche 
Funetionen von u—2 Variabelnverbindungen a,, @, ..., a, , enthält, oder 


es muss wieder die Funetionaldeterminante 


n er - 
ca, oa, ( Au- 2 
ie nn. ons N, 
ORa, OUxa, Uxa, 
nn en ’ 
oa, od, OAdu—2 
. | 7 E 4 5 - — 
(32.) | 02, 02,, 0, | = UV 
| ) 2 2 
| 
n en P 
oa, od, OAu—2 
1 Mn 2 he Br w a " r u Fr. 
O2a, _? 6 “ay—2 C u u 2 


sein, worin die Indices «,, &, ..., @,_, jede Combination der Zahlen 1, 
2, ..., a zur (u—2)ten Klasse bedeuten. 

Schliesst man so weiter, so erhält man den folgenden Satz: 

Ist das vollständige Integral (15.) einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung (16.) bekannt, so kann man aus demselben durch Variation 
der Constanten eine Reihe anderer Integrale ableiten, von denen eines durch 
Bestimmung der Grössen a,, @;, ..., a, aus den Gleichungen 

OF do, ( F N c F 


( a, 2 O4, od, 


= U 
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hervorgeht, die anderen dadurch erhalten werden, dass man für =1. i 


Be 





0a, Ar, 22 Au A)=0, 
9a, A 2 Ben ud, 2, Wil, A ee; G,-35 4u_141) > 0 
setzt, worin ©, @, ..., @,_, willkürliche Functionen bedeuten, aus diesen 
, Gleichungen sowie aus den folgenden u—4 Gleichungen 


OF 0w, Om, 0w,_ı OF Ow, 0m, 0w,-2 0W;_ı 


oa, 0a, day-ı OMu-ırı OMu-ırı Oau Oau-ı Oau-ır2 da, 


OF 0m, 0w, om;-ı Om_. 





Oau-ı42 0a, au Ody-ırı 0a, 








| 2 a J 
___OF_ 00, 0m, dm dm _ 0 
OF Ow, ©w, dw, _ı OF 0, ©w, oW_2 09,-ı 
Oau—) ca, oa, —1 OAu-.+1 Odu-i-+1 oa, Oayu-ı Odu—r+2 Oda,-ı 
OF 0, 0, Ow_i 00, 
Our? Ca. Oay-ı Ogu-ırı Oau-i 
2 £ 5 
__ OF dm du, dm dm Lg 


du Iran Imu-ıH du 
die Werthe von a,, @, ..., a, berechnet, welche A willkürliche Functionen 
von u—ı Variabelnverbindungen enthalten werden, und in die Gleichung (15.) 
einsetzt — und andere Integrale als diese durch Variation der Constanten er- 
haltenen besitzt die partielle Differentialgleichung (16.) überhaupt nicht. 

Um die letztere Behauptung zu erweisen, werde zunächst bemerkt, 
dass, wenn ein beliebiges anderes Integral der Differentialgleichung (16.) 
vorgelegt ist 

(34.) u= X, 323 +, 3,) 

bei willkürlicher Bestimmung von @,, a;, ..., @, stets a, dureh Identifieirung 
von (15.) und (34.) so wird bestimmt werden können, dass das vollständige 
Integral durch diese Variation der Constanten auch das beliebig vorgelegte 
umfassen wird; bestimmt man nun die Grössen @, 4;, ..., a, derart, dass 
die «—1 partiellen Differentialgleichungen 





OF oa, Ö da, OF OO _ oF oa, 

di Ta dt 
(35.) £ 

Ö da, oF oa, OF 9 oF oa, 

0 u, Ei Tun r a 








TERN PT RENTE CHE TTÄRER 
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befriedigt werden, indem man für a, den durch Gleichsetzen von (15.) und 


(34.) erhaltenen Werth durch z,, 2, ..., 3, @ı, @;, 


hieraus sich ergebenden Werth durch z,, 2,, 
oa, 


dr 


“0 


ca 


3 


öz, ..%+ 


. 


MM 


oa 


0, Mr ——- den 


d;. 


( 


PR 


- ausgedrückt substituirt, so werden die ersten «—1 Gleichungen 


des Systems (19.) befriedigt sein, d. h. die u—1 ersten Gleichungen (18.) in 


die entsprechenden des Systems (17.) übergehen. 


u; 


Da man aber die partielle 


Differentialgleichung (16.) dadurch entstanden denken kann, dass man aus 
der Gleichung (15.) und den «u—1 ersten Gleichungen von (17.) die Werthe 
a, ausrechnet und in die «te Gleichung von (17.) ein- 
setzt, andererseits aber die Function (34.) auch ein Integral von (16.) sein 


von 4, 


soll, und somit die Werthe von a,, @,, 


... a@a,. welche aus (15.) und den 
u \ ) 


ersten u—1 Gleichungen von (18.), welche nach (35.) mit denen von (17.) 
identisch sind, hervorgehen, in die letzte Gleichung von (18.) eingesetzt, die- 
selbe Differentialgleichung (16.) liefern müssen, so werden auch die letzten 
Gleichungen der Systeme (17.) und (18.) identisch sein müssen, also nach 
(35.) auch das ganze System (19.) befriedigt sein — es geht somit jedes 
Integral der partiellen Differentialgleichung durch Bestimmung der a,. 
43, ..., a, als Integrale der Differentialgleichungen (19.), also in der im 
obigen Satze angegebenen Weise hervor. 

Wesentlich anders gestaltet sich die Untersuchung für partielle 
Differentialgleichungsysteme höherer Klasse. 


Sei das partielle Differentialgleichungs 


(36.) 





in welchem z,, 2, ..., 3, die unabhängigen, «,, %,, 


TE RE Zu, U, U), u... Uns wa A 


ou, 
a 21, 33% .„..;,. Zus uU, U,, ..0.,. Uns 


02, 


Variabeln bedeuten, so sollen m Functionen 


(57.) 


u, 


7 





Un 


F,(2,, 23, .„..;. Bus dıı, ds, . 


F;(2,, 32%, ...:. Bus d,ı, das .e.0& Ayus .. .. Ad.ıs d.2s Pe Br u d A 


F,.(&, 39, ...,. Bus d,ı, do. .. 


a rn 


w 


ORu 


.., Ayus .. 


. Ayus .. » 04 


‚a 


u 


mi} 


d, 1» dA, 


Ad 23 ... .% 


I)“ .»o.. 


ystem mter Klasse gereben 


« 


OU.,\ 
Mn 4 N 
O2u’ 

Fr 
=)=0, 


die abhängigen 


ad 


d 


) 
u/) 


in welchen q@,, ..., 4, mu willkürliche Constanten vorstellen, ein vollstän- 
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diges Integralsystem des partiellen Differentialgleichungsystems (36.) genannt 
werden, wenn %,, %, ..., 4, sowie die aus (37.) hergeleiteten partiellen 


N) 
Differentialquotienten —°-, in (36.) eingesetzt, diese Gleichungen identisch für 


7 
alle Werthe von a, ..., a, befriedigen, und die Integralfunctionen (37.) 
nicht noch einem anderen, dem Systeme (36.) algebraisch nicht äquivalenten, 
partiellen Differentialgleichungsystem erster Ordnung und mter Klasse für will- 
kürliche Werthe der Constanten a,,, ..., Q,.„ Genüge leisten. 
Sollen nun die a aus den mu Gleichungen 


(238 ou, PR OF ou, Ö F, Ou,, ne OF,, OU, OF, 
\Q .) urn = N b) ...;:. n — An b) ...0., A £; — N b) eo» b) w - — oz ä 
OR, O2, O2 ORu O2, 023, Odu ORu 


ausgerechnet und, in das Gleichungsystem (37.) eingesetzt, das Differential- 
gleichungsystem (36.) oder ein algebraisch äquivalentes liefern, so darf die 
Funetionaldeterminante 

OF u RISSE: SOBSUBE » TER," ö®F, 


U l 


Au 9 A m a; a Am. ER A. 
ı 02,0a, 02,0a,, 02,04, O23,0a,, 02,0q,, 92.00, 
er or °F On 0°, ö°F, 
(39.) D end 023,041, 02,04, u 0%, Oaı. O2, da; O2, Oaı,„ ORu 041, 


OR OR SR. x. 70. EE, ' 


O3, Mu O8, Mm Ann 8, Mm 08, — ulm 
nieht identisch verschwinden; fassen wir wieder die Grössen a1, ..., Ayay ++; 
As #94, Au als variabel auf, so ergeben sich aus (37.) durch Differentiation 
nach 2,, 2, ..., 2, die Gleiehungen 





ou, OF, | OF, 00, |... OR dam | 
1  — OR. : Ds Bi: We: 
N Y n nr 
OF, Au N OF,, Od u 
N_ u Er rn —. N 
OA, ORa Ol yu 02 [7 
(40.) . füre=1,2,..., u) 
Ou, OF, , On Mi, En 
> rd N» LET I AS age 5 ‘ e N» b 
OZua OZu Ja, N Ofa OA u Oa 
E A en nn N 
£ . OF m OA ni 4 t OF, OA mu 
... - N _—  — A, — — | A _ _ u . - — - 
Od, Oxa OA u Oz 





und es soll zunächst gezeigt werden, dass alle Integralsysteme, welche das 
partielle Differentialgleichungsystem oder ein ihm algebraisch äquivalentes 
sonst noch hat, bestimmte Beziehungen zwischen den Grössen a, ..., a 


md 
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und deren nach z,, ..., 3, genommenen Differentialguotienten vorschreiben, 
wobei wir uns, um diese Beziehungen zu ermitteln, das Differentialgleichung- 
system (36.) dadurch entstanden denken, dass wir aus den m Gleichungen 
(37) und den folgenden m(u-—1) Gleichungen des Systems (38.) 


an n nn P r ’ 
ou, OF, ou, oF OU, OF, ON, OF 
(41.) rn — b) u... rn — ie “ oo...“ — en “ .... 5 = 
Or, O2, Oru—1 Oz u—1 Oz, Oz, Oru— Ocu—! 


die mu Grössen Au, -+:, Aus rer Ayıs 9er Ay. ausgerechnet und in die 
m Gleichungen 
ou oF ou, OF, Ou,, OF, 
(42.) Er ie > a Se 
eingesetzt denken. 
Sei nun ein beliebiges anderes Integralsystem des Differentialgleichung- 
systems (36.) gegeben 


[w = 0 ee ae pt, 8, 


IA 


(43.) 
| u Ban ein) 


1 1u1/) 
so ist zunächst ersichtlich, dass wir bei willkürlich bleibenden Werthen von 


(«.) O25 sy very run Bay Oy seen aan ren Ay Omi cry 


li- [pi 


die Grössen @,, Ay, »+ +, @,, So als Functionen von 2,, 2, ..., 3, und den 


Grössen (o.) bestimmen können, dass das Integralsystem (37.) in das gegebene 
(43.) übergeht. Bestimmt man nun die m(u—1) Grössen u derart, dass 
sie dem partiellen Differentialgleichungsystem m(u«—1)ter Klasse 





ny! n nq! en an, 2. ' 
oF oad,. oF Odı, ( F O4 ,,?2 f F oa 
1 > A ER E 1 1 + % 1 . “ ) u 
N ) i u ll I a u 1 e 
Od ,, OZu Odyıu OZa O4,,? ORa Olınu O2z 
Y 
ol oA, oF od 
= — A — | — R 
( d,, Ua oda 1 { 
(44.) 
any nn r Y v F ‘ ‘ . 
oF oa \ oF ca ( m 04,2 ( I CHR, 
m 12 im lu ! nt m£ j 7 
ante +- ot + - +++ 
O4, Oxu Odı,„ OZa ( An? Ou ( da Ä Us 
‘ y r y 
( F', ( A,, ( F' od 
( a, ( Z oa ( 


Genüge leisten, in welchem @« =1, 2, ..., au—1l, und für a,, Ay, .... q, 
die durch Glkichuninen von (37.) und (43, erhaltenen Werthe äisch z 


wi, 


By nuoy Bas jan one Ayap onen Ayo ron, Ay. ausgedrückt substituirt werden, 


so wird man nunmehr alle mu Grössen a; »2:: Ayus seen Ayın meen Ay. BO 


ri 


bestimmt haben, dass einerseits das Integralsystem (37.) durch Variation der 


ı 


Constanten in das Functionalsystem (43.) übergeht, andererseits die aus 
Journal für Mathematik Bd. CIX. Heft 4. 39 
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(37.) sich ergebenden Functionen %, %, ..., %,, da sie (37.), also auch 
(40.), und die Grössen a ausserdem den Gleichungen (44.) genügen, die 
Differentialbeziehungen befriedigen 


(45.) ou, OF Ou, OF, Ol OF, 
Js = — Zi “a  . a — u 
O2, MM’ BE O2, ' ® Or 02, ' 


worin « die Werthe 1, 2, ...., «—1 annimmt. Nun sollte aber das Functional- 
system (43.) ein Integralsystem der Differentialgleichungen (36.) darstellen, 
welche entstanden waren durch Ausrechnung von @yı, ...5 Ayus very Ayay are Amy 
aus den Gleichungen (37.) und (41.) und durch Einsetzen in die m Gleichun- 
gen (42.); es ist aber das System (37.) mit (43.) und (41.) mit (45.) identisch, 
und es drücken sich somit die Werthe sämmtlicher Grössen a, ..., dus ++»; 


on, On, 


As 7. .. A u ebenso dureh 21; .. °. Zus U, .. .. Uns 02 ’ .. ., 


O2 "u ; ’ un 
OU, On . on a) Pur . 
5, 9 5, 0 aus wie für den Fall des vollständigen Integralsystems, 
IR, ORu-1 ‚ 


sie müssen also, weil (43.) ein Integralsystem bilden sollte, in die Gleichungen 
(40.) für « = u eingesetzt dasselbe Differentialgleichungsystem (36.) liefern, 
und es werden daher auch die Beziehungen gelten 





Re " 2 
OF, da, PER OF, In EEE NE OF, : Od PER Kt u .s 
on, O2, day O2, Od O2, Ö mu O2 , 

(46.) 

\=0.) 
OFn 0a, PORN OF, dar ERETE öF, Pr FON, D3 Mu _g 
ca O2 r oa, u 02 u dayı O2 Ö O2u ; 


7 
Es ist somit erwiesen, 
dass jedes Integralsystem des partiellen Differentialgleichungsystems mter 

Klasse (36.) aus dessen vollständigem Integralsystem (31.) durch Variation der 

Constanten abgeleitet werden kann, und zwar müssen die Functionalwerthe der 

Parameter @yıy »+ +5 Ayas ren Anis re; Am. dem partiellen Differentialgleichung- 


system muter Klasse genügen 





n N N A) A) r 
OF, oda, , oF oaı,. f OF, | Oma RR Ö IF, Ob 0 
Mr: 9 Odıu O2a Ö Ani 02, © Bu O2, ’ 
(47.) 

nn nn NAT! 

OF, od,, +... Ar OF, Dayu Rn 2 DA OÖ , „9a mi Ins > de Fin j ya Si 0 
ON mn N mn b) 
oa Ora odyu Ö 27 Ö Ay 02 u Ö Ay 02 za 


11 
worin « die Werthe 1, 2, ..., u annimmt. 
Um also sämmtliche Integralsysteme der Differentialgleichungen (36.) zu 


ermitteln, müssen die Differentialgleichungen (47.) mit den mu abhängigen 
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Variabeln a, ».., Aus ==, Ayın 94er A, und den u unabhängigen Variabeln 


mi 


21, Br, ++, 2, in der allgemeinsten Weise befriedigt werden. 


Da die mu Grössen a,, Funetionen der « unabhängigen Variabeln 


21, 225 +++, 2, Sein sollen, so werden sie sämmtlich als von « ihrer Grössen 


abhängig betrachtet werden können, und wählen wir für diese die « Para- 
meter 


dı, do. 5 . .. A,us 


so geht das System der Differentialgleichungen (47.) in das folgende über: 


es Y 2 nn r . „ r . 
OF, , OF; da,, OF, oa, | ‚OF; Oas, 
EEE 
a, ’a,, 04, 04a, 04, oay, O4, 
[2 y ‘ ‘ . ‘ i P 
oF, OA ni + i oF, OAmnu \ ca,, 
OAmı 0A, OAyyay oa, / 0% 
nn r y [ en r P v 
( OF} oF, oa. oF, oa, oF, 0a 
| /. 21 ! / 29 / <d 
\ a u. ; u dr +... 
Oodıu o4a,, Od; ( 'A,, Odıu OA, , CAıu 
a , 
OF Min oR, OAduu \OGu 
Mh 4 MR) o, 
Ol„ı OAıu Olmu Odıu 7 ORa 





worin A die Werthe 1, 2,..., m und « die Werthe 1, 2, ..., « annimmt. 
Schreiben wir die einem bestimmten A, aber den « Werthen des « 
entsprechenden Gleichungen (48.) kürzer in der folgenden Form 





oa oa . Ayu 
Pa +P, u 4...4Pp, Se = 0, 
O2, Or 02, 
oa da,. oa, 
ne FR up E u Ö., 
(49.) A Ö2, Te O2, r +, ö2, 
oa ca OA u 
P,. n +P; “ae FF 7 ge - =WUV, 
Ozu Ozu Or 
so folgt entweder 
(50.) Fri=% P,=0 ..., P,=09 fail=1,2,..., m), 


oder es ist die Funetionaldeterminante 
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d.h. es ist 
(52.) Polar, Ar,» Bu) = 0, 


worin g, eine willkürliche Funetion bedeutet. 
Schreiben wir jedoch die einem bestimmten Werthe des «, aber den 
m Werthen des A entsprechenden Gleichungen (48.) in der Form 


oa oa oa, 
PP ah. 
12, T.= 2 O2 + iu oz, ) 

oa oa ca, 
ee Pr ee Di ee 
(53.) 21 2, + 22 02, + Tr 2u O2, I 
P ERERR 200. 
mi = ga -+ tr. .. m u 2, ET en 

u’ a 





so sehen wir, dass die Gleichungen (50.) auch das System (53.) erfüllen, 
während die Annahme (51.) oder (52.) eine neue Umgestaltung der Glei- 
chungen (47.) erfordert. 

Setzen wir nun die Gleichungen (50.) ihrer Bedeutung in (48.) ge- 
mäss in die Form 


OF, ı OF; A,, RR A. OF; 0as, Ri 

da,, da,, O4, EI da,, 
OF; OA +. .+- OF, au BR 0 
Od da,, Po da,, A 

(54.) 

OF; R® oO N 4, BER BR OF; Oapy 

Oaıu ca,, oda, au Odıu 
OF; Bi BUBEN OF,_ © Er u 
da,ı Odıu Inu 0a, 2 





worin =1, 2, ..., m zu setzen ist, so erhalten wir mu Gleichungen, 
welche ausser den a-Grössen noch 3,, 2, ..., 3, enthalten; eliminiren wir 
nun noch zwischen den mu Gleichungen die u Grössen 3, ..., 2,, 80 er- 
giebt sich ein partielles Differentialgleichungsystem u(m—1)ter Klasse mit 
den « unabhängigen Variabeln a,,, @», ..., @,, und den u(m—1) abhängigen 
Variabeln 


(dyı, . D .. Ay» . E .. As . . .,- Ou 


von der Form 
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(au, 0.4 ALus (do; En, Od,» 04 ds .. 0.4 d 


mi)» 


(55.) 
/ 
W ulm- DATLITE oo 04 Aus d;|.» a 28 U,» .. 0.1. ds u AR d } 


21 21 


oa OA; od OA, „ 





\ (): 
/ 


jedes Integralsystem dieser Gleichungen, in « beliebige der Gleichungen 
(54.) eingesetzt, liefert @,, ---, @, ohne Integration durch z,, 2, ..., 3, 
ausgedrückt, und es sind dann somit die mu Parameter so als Funetionen 
von z bestimmt, dass durch diese Variation der Constanten die Gleichungen 
(37.) wieder Integralgleichungen werden. 

Hier tritt aber ein wesentlicher Unterschied gegenüber den totalen 
Differentialgleichungsystemen beliebiger Klasse und den partiellen Differen- 
tialgleichungsystemen erster Klasse ein, indem in diesen beiden Fällen die 
Bestimmung der Parameter jedenfalls auf die Integration von Differential- 
gleichungsystemen niederer Klasse, als die des vorgelegten war, führt, und 
somit die wirkliche Herleitung aller anderen Integrale aus dem Systeme 
vollständiger Integrale als möglich zu betrachten ist*), während wir in dem 


*) und zwar war für partielle Differentialgleichungsysteme erster Klasse, d. h. also 
für eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, wie wir vorher sahen, gar keine 
Integration weiter auszuführen, während die Bestimmung der singulären Integrale totaler 
Differentialgleichungsysteme, wie wir im Folgenden kurz begründen wollen, auf die Inte- 
gration totaler Differentialgleichungsysteme niederer Klasse führt. 

Sei nämlich für ein System totaler algebraisch von einander unabhängiger 
Differentialgleichungen 





fl du, du, \ N 
Ri a er tet 
RER TTRREN. dz dz / 
(1.) 
.z du du 
fu(2, Mi RE \ (0) 
4 dz dz - 
das allgemeine Integralsystem in der Form gegeben 
ne ee rn Car > 04 Cm) 
WOTIN 6,5 Cyy 2er, c„ willkürliche Constanten bedeuten, so dass die Elimination dieser Grössen 
aus (2.) und den durch Differentiation aus diesen hergeleiteten 


“ du, _ dF dun __ dEm 
8.) 75 Ra” "ar Be Bd, Pr " 
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allgemeinen Falle der partiellen Differentialgleichungsysteme mter Klasse, 
wie wir eben sahen, nothwendig auf ein partielles Differentialgleichung- 
system w.(m—1)ter Klasse geführt werden, und «(m-—1) nur kleiner als m 
ist, wenn für beliebige « m = 1, oder wenn für beliebige m u=1 ist. In 
dem angegebenen Sinne darf man also nicht sagen, dass diese Methode der 
Variation der Constanten die Herleitung anderer Integralsysteme aus dem voll- 
ständigen Integralsystem ermöglicht. 


das Gleichungsystem (1.) oder ein algebraisch aequivalentes liefert, so giebt es noch andere 
Complexe von Integralsystemen, welche den Gleichungen (1.) genügen, und die man 


mit Beibehaltung der Functionalformen (2.) dadurch erhält, dass man c,, c,, :.., €, 
passend als Functionen von 3 wählt. 
Bestimmt man nämlich e,, €,, ..., €. so als Functionen von z, dass die durch 


Differentiation nach z aus (2.) hergeleiteten Gleichungen 








du, OF, OF, de, oF, dc, 
Er 
Ai: = OF F,. öF, de, OF,, de, 
Eat tr 


formal in das Gleichungsystem (3.) übergehen, dass also die Gleichungen erfüllt werden 





OF, de, OF, de, OF, de, 
a R Wr = rn u 0 
0 d& ‘06, d AN Oc„ dz 
Ö F 2 OF, de, OF, de„ 
. — 5 nn m ... —— > 9) 
(5.) =. . Öc, dz aa z dc„ de : 
3F Pr BR, de, ör, de, 
m m ı . _. , 
oc d r oc, de GE TRE Ocm de 
so wird offenbar die Elimination der m nunmehr variabeln Grössen e,, €,, .... Cm zwischen 


den Gleichungen (4.) und (2.) wiederum das Differentialgleichungsystem (1.) liefern, die 
neuen Gleichungen (2.) daher auch ein Integralsystem bilden. 

Um allgemein die Bestimmungsgleichungen (5.) zu behandeln, bemerke man, 
dass, weil ©,, €,, ..., Cm Functionen der unabhängigen Variabeln z sind, auch e,, ..., ©, 
sich als Functionen von c, darstellen lassen werden, und man somit das Differential- 


e j de 
gleichungsystem (5.) mit Weglassung des allen Gleichungen gemeinsamen Factors —- 


dz 
in die Form setzen kann 
OF, OF, de, OF, de,, 
de, a dc, 0 5 PR a e 
(6.) 2 AU RR 
F,. dE ı de, OF, m dc, 9 . 
= ae er 
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Es bliebe noch der durch die Gleichung (52.) oder durch eine Be- 

ziehung von der Form 
(56.) Hu = Plan; Ay +: Buu-ı) 
definirte Fall zu betrachten, in welchem eine willkürliche Funetion be- 
deutet; in diesem Falle könnte man sämmtliche a-Grössen als Functionen 
der Parameter 
Bi = ee 

betrachten und würde statt der Gleichungen (54.) mit Berücksichtigung von 


da zunächst aus (D.) 
OF, OF OF 
me u 
(7.) Be DU ie Folıy 
OF„ OF, OF, 
" ” 
folgt, so kann man aus der Gleichung (7.) die Grösse z durch e,, €,, ..., €, ausdrücken und 


Mer 


It 


in (6.) einsetzen, so dass man zur Bestimmung von €,, €,, ..., € als Functionen von e 
das nachfolgende nur m—1 totale Differentialgleichungen enthaltende System erhält: 


1 
i 





de. 
9,,(6, C,; ee Cm) + o,,(C,, eo, Gi _ 4... 
ö de, 
+@ım(e Bus, 0 
... Bere An ee © — h 
: / de, 
8.) 
R dc, .| 
Om—1,1(C,, C,, 6% Cu) ” Om—12(C,, C,, RE Cn) er 4er. 
N de 
Om ml 6,, Co, 009 Cm) = U) 
2 de, 


dessen allgemeine Integration die Beziehungen 


| an, ..; ao) = 0, 
(9.) Ra 
lo. a A ann, Aa) = 0 
liefert, worin @,, @,, ..., 4„—ı willkürliche Constanten bedeuten. Stellt man diese m— | 
Gleichungen mit (7.) zusammen, so erhält man e,, e,, ..., c,. als Funetionen von s und den 
m— 1 Constanten qa,, 4,, ..., @4.—ı von der Art, dass diese Werthe in (2.) eingesetzt ein neues, 
im Allgemeinen in dem früheren nicht enthaltenes Integralsystem mit m—1 willkürlichen 
Constanten liefern. Es ist aber klar, dass man in den Integralen (9.) des Differential- 
gleichungsystems (8.) wiederum @,, @,, ..., Q-ı so als Functionen von ©, €, ..., €, 
mit m—2 willkürlichen Constanten b,, b,, ..., d„-2 bestimmen kann, dass dieselben 
Formen (9.) ein Integralsystem von (8.) bilden, also die neuen Werthe der e,, e,. 
mit m—2 willkürlichen Constanten versehen, in (2.) eingesetzt wiederum ein neues 
Integralsystem der Differentialgleichungen (1.) liefern. Schliessen wir so weiter, s 
giebt sich der folgende Satz: 


Cs 


ı) el- 
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(56.) das folgende ss ge zu befriedigen haben: 








ee Er 10, IF; 42 Ö G da, 6 et OF, r OF; pP aa 
\da,, I da,, da,, dann daıu au -ı da,, 
x OF; kiche a rg MR, On A 0 
da,.ı Ol 0a, 
(57.) 
.—- OR; ei ! +. - OF, Olau () 
dm Oazu iu 2 Od das, $ .. 


Ist das allgemeine Integralsysiem (2.) eines Systemes gewöhnlicher Differential- 


gleichungen mter Klasse (1.) bekannt, 


meinen Integration gewöhnlicher Differentialgleichungsysteme (m—1)ter, (m— 


Reihe anderer, 
mit m—1, 


Klasse eine in cen gegebenen 


haltener, 


so kann man aus demselben mit Hülfe der allge- 


EI, 2. 


Integralen im Allgemeinen nicht ent- 
m—2, ..., 1 willkürlichen Constanten versehener Integralsysteme der 


Differentialgleichungen (1.) herleiten, welche sämmtlich in der Form der Gleichungen (2.) ent- 
halten sind und durch Variation der in denselben enthaltenen Constanten abgeleitet werden, 


— und andere Integralsysteme als diese giebt es nicht. 


Sei z.B. 


& du, u, \" ( 2u, du. 
u ei — —-) +7 I 
dz 2° 7 3 dz 
du, ee du, u, } r 2u, du 
— —/ + 22 Bi ur 
dz 2° 2 dz 
dessen allgemeines Integralsystem he Form hat 
u = 13703), 
uU, = 0,3°+0,3%, 
so ist nach den Gleichungen (7.) 
de, de 
2, +3» —- =0, ++ =0; 
de, de 
da die Determinante (8.) 
2c,—2’ =0 oder 3 = Y2e, 
liefert, so lautet die Differentialgleichung in e, und e, 
dc 6} 
3. u 92 » ur ‘) 5 | 
ra 5 oder c, = —tIQ2c)”+a, 
1 
woraus 
„2 
a rn 1n3_| 
a er EEE ae 0 
folgt, und es lauten somit die durch Variation der Co 
BT: 2 „3 an 
u = 17° +43, 
u 
u = #3 +43, 


eine willkürliche Constante bedeutet. 


worin @, 


das gewöhnliche Differentialgleichungsystem zweiter 


Klasse gegeben 


nstanten hergeleiteten Integrale 








Königsberger, über Integrale partieller Differentialgleichungsysteme bel. Ordn. 315 


worin 4=1, 2, ...., m zu setzen ist; eliminiren wir wieder aus ı dieser 
Gleichungen die Grössen 2,, &, ».., 2,, 80 bleiben «(m—1) Differential- 
gleichungen in den « unabhängigen Variabeln @,, @», ..., @, und den 
u(m—1)—1 abhängigen Variabeln 


d;ı, Ad, . 2 .. A; 1% (Az, P} . .. A; .» . . .. Ad ,1s . . .. d 


mi 9 


also ein überbestimmtes Differentialgleichungsystem, das nur unter bestimm- 


ten Bedingungen gemeinsame Integrale besitzt — wenn nicht wieder 
(98.) Ad, , ae v(@,, d;,, ...:. d, , .) 


ist, worin w eine willkürliche Function bedeutet. Jedentalls würden wir 
stets auf Differentialgleichungsysteme höherer Klasse als die des vorgelegten 
Differentialgleichungsystems es ist, deren vollständige Integralsysteme wir 
kennen, geführt werden, und man sieht somit, dass der für gewöhnliche 
Differentialgleichungsysteme beliebiger Klasse und partielle Differential- 
sleichungsysteme erster Klasse vorgezeichnete Weg zur Herleitung aller 
Integralsysteme eines partiellen Differentialgleichungsystems beliebiger Klasse 
aus dem vollständigen Integralsysteme nicht zum Ziele führt, und daher 
andere Methoden erforderlich sind. 

Betrachten wir zunächst ein partielles Differentialgleichungsystem 
mter Klasse mit zwei unabhängigen Variabeln: 





ou, ou, Ou,, Ou. \ 
fi 21» 23% U, Ur, zz, Uns nn “ ‘ u 0.094 n a ‘ } — VD, 
03 03, 03 O2, ’ 
(59.) | 
4 ou, ou, Ou,, Ou,, 
A 21, 82% U, U), RE U.» N 4 PS 4 .oea N 4 ‘ — U), 
UÜx% ®, nz ( RR ( 1% 


dessen vollständiges Integralsystem durch 


| u, — F,(z,. 23% d;,,. Ay, ds. dn, ..0 04 Ad. 4,2) u VD, 
(60.) f 
Un = F (2; 33, Ay Ar, Ay Any 2er, Amız Am) = V 


dargestellt sein mag, so ist oben gezeigt worden, dass die allgemeinen Inte- 
gralsysteme von (59.) die Form haben 


| „ = o,(2.. 2), lv (2; 3,)], p:|Wwr(3ı, 3,)]. ... Pn| v2; 3:)]). 
en w,.(2, 2, Pılyı(zı, 2,)], plwelzı, 2) +3 Pulwulzı, 3,)|)» 
worin Pı, Pa} -: +, P„ Willkürliche Functionen, w,, w,, ..., w,„ bestimmte 


Variabelnverbindungen von z, und 2, bedeuten. Nachdem oben nachgewiesen 
Journal für Mathematik Bd. CIX. Heft 4. 4 


















314 Königsberger, über Integrale partieller Differentialgleichungsysteme bel. Ordn. 


worden, dass alle Integralsysteme von (59.) durch solche Variation der Con- 
stanten, welche die Differentialgleichungen 


Ar NM N N Mi ! 

oF, oa, 2 oF Fin ı ...t- he F, Sam 4 OF, Oanı2 = 0 

ca, N 0:7 | O4, 0%, OA, 0%, de O2, 

ÖF, da, n OF, oda, BE OF, da,ı OF, 0a, 0 

A Er A a ya . = V, bon E 
(62. 2 ) ‘ 4, O8, 04, OR 0a, O3, Od. 9% (für n ug 1,2) 

OF, da,, OF, da, , F,. da, © JE, BE () 

a) wu + 2 -+. Pre. ie + =. 

0a,, 0%. Oa,, . Od O%a day2 O%u 





befriedigen, erhalten werden können, suchen wir zunächst aus den vollstän- 
digen Integralen (60.) alle diejenigen Integralsysteme herzustellen, welche 
nur eine willkürliche Function einer Variabelnverbindung von A und z, ent- 
halten und also in der Form dargestellt sein sollen 


* Z— la, 23% yılıı kin =). 


(63.) ki 
BE b) j ra m (21, 2 y): 


es wird dann das BT: Differentialgleichungsystem 2mter Klasse (62.) 
so zu integriren sein, dass die Gleichungen 


Zu (2,, 23, Ay, Ayas von Ayıs A.) = :.$8, en 22, BalZ “ =) 
64.) ee er 


5 . 


l 


Ir.&. a a a Re u 3, RN sy) 
identisch befriedigt werden. 

Da sich die a,, als Functionen von z, und z, ergeben, so kann man 
sich 3, 23, Ay, Apay +++, Ay, A,. als Funetionen von a,, und a, dargestellt 
denken, und wenn diese Werthe in die Gleichungen (64.) eingesetzt würden, 
müssten diese identisch erfüllt werden; greift man aber zwei beliebige dieser 
(sleichungen heraus und setzt die Functionalwerthe der eben bezeichneten 
Grössen IN @,,, 4, ausgedrückt überall ausser in w,(z,, 2) ein, so kann 
man a, und a, als Funetionen der einen Variabelnverbindung w,(z,, 2.) aus- 
drücken und darf also annehmen, dass sich sämmtliche Grössen a,,, 


Ass 20, Ay, G,2 als Functionen einer Grösse 
(69.) Ya, 2) = € 
ausdrücken lassen. Da in Folge dessen 


pn da, Fk da; u Or 
(66.) Er 
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ist, so gehen die Gleichungen (62.) über in 





OF, da, , 1 OF, da, , By OF, da,,, 2 OF, dan _ N 

da, dr da, de 2 "RT "ur 7 Fre, 
(67.) en a. ae 

OF, da,, Mi OF, da,, sh i oF„. da,„ı fi oF, da,» ie 

Oa,, dx da, dx Da, da ’ Dan de 


und wir wissen, dass sich @,,. ..., @,, so als Funetionen von z bestimmen 
lassen, dass den Gleichungen (67.) genügt wird; wenn sich aber alle 
Grössen a durch x, also auch sämmtlich durch eine der Grössen selbst. 
z. B. durch a,,, ausdrücken lassen, so können wir die Gleichungen (67.) er- 
setzen durch 





OF, oF da. OF, danı . ©F da 
ae 1 BEE EI E 4 (\ 
N \ ‘ l r ’ 
oa, oa, da, da, da, Ca,„.2 da,, 
a0) N 

(68.) RER IPB EI, a 
OF, Ö F,. da, OF l da ‚1 ( 'F da 4 
+; Zu . = 0), 
ca, , oa, da, OA, da,, da,» da 


worin die gegebenen Functionen F,, F;, ..., F, noch die Variabeln 3, und 
z, enthalten. Denkt man sich nun aus einer der Gleichungen (68.) die 
Variable 2, durch die anderen in derselben vorkommenden Grössen in 
der Form 


da,. da, da 
da,, iii da, ’- 


) 
m“ ) 


(99) 5, = h(a,. a, Wecasi Mi 


ausgedrückt, so ergeben sich, wenn dieser Werth für z, in die übrigen 
m—1 Gleichungen (68.) eingesetzt wird, Beziehungsgleichungen, welche die 
Grössen 

da,, da; da 


d,,. A,s. u a R 9 A 
ni ” da, da,, da 


mi *® a >“ 


Hi 


und 2; 


enthalten, und da sämmtliche a-Grössen reine Functionen von a,, sind, und 
diese im Allgemeinen eine Function einer bestimmten Variabelnverbindung 
(65.) von z, und 2, ist, so werden die so erhaltenen Gleichungen 





h / da. da,; da,> \ N 
a en na a ns Be 
ı\ u. „ u f da,, da, da,, 
-Nn\ 
0.) 
. da, da: da, \ 0 
= (3 2} dad . 1), ..». +. d “ Ad >a — “ . . #4 “ 
| i “ a au ” j da, da, da, / 


für jeden Werth von z, bestehen und somit beliebig oft nach z, diflerentiirt 


werden dürfen, wenigstens so lange, als nicht z, aus den analytisch ge- 
40 * 
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gebenen Ausdrücken Ah,, ..., A,_ı verschwindet. Differentiirt man nun jede 
der Gleichungen (70.) nach z, und eliminirt zwischen dieser und dem partiell 
nach z, genommenen Differentialquotienten die Grösse z,, so erhält man 
zwischen den a-Grössen und deren nach a,, genommenen ersten Differential- 
quotienten eine nothwendig zu erfüllende Beziehung; differentiirt man den 
nach z, genommenen partiellen Differentialquotienten nochmals partiell nach 
z, und eliminirt zwischen den beiden durch Differentiation entstandenen Glei- 
chungen wiederum z,, so erhält man eine zweite nothwendig zu erfüllende 
Bedingungsgleichung, und dies setze man so lange fort, als die sich so er- 
gebenden Bedingungsgleichungen zwischen den a-Grössen und deren ersten 
nach a, genommenen Differentialquotienten von einander unabhängig sind; 
führt man dies für jede der Gleichungen (70.) aus, so ergiebt sich eine Reihe 
nothwendig zu erfüllender Differentialgleichungen von der Form 





[ da da 1 das \ 
a u a ee ge — & ET 0 
ı\ 11 12 mi) m? da, da,, . da,, J . 
(«1.) 
| da. da ı da. 
ki, ( d;; h ds, A, A. ’ Ad, j 12 “ “,» 4% . Eee. ung = (). 
\ | da, ' da,, da, 


Nun wissen wir aber einerseits, dass die Zahl der von einander unabhängigen 
Differentialgleichungen für die a-Grössen als Functionen von a,, nicht grösser 
sein darf als die Anzahl 2m—1 der a-Grössen 

(@.) da. d;,. Ad), re Ans U ,.2, 


da die letzteren den obigen Auseinandersetzungen zufolge als reine Functionen 
der variablen Grösse a,, darstellbar sind, andererseits darf aber auch die 
Anzahl der von einander unabhängigen Gleichungen die Zahl 2m—1 nicht 
erreichen, da, wenn dies der Fall wäre, sich von den Integrationsconstanten 
abgesehen die Grössen («.) als bestimmte Functionen von a,, ergeben würden, 
die in (68.) eingesetzt für a,,, also auch für all’ die andern a-Grössen be- 
stimmte Functionen von z, und z, liefern würden, während vermöge (64.) 
die Funetionalausdrücke der a eine willkürliche Function von w,(z,, 3,) ent- 
halten sollen — es wird somit im Allgemeinen v = 2m—2 sein, so dass 
man eine der a-Grössen einer willkürlichen Function von a,, gleichsetzen 
darf und (71.) sodann ein gewöhnliches Differentialgleichungsystem (2m—2)ter 
Klasse in den 2m —2 übrigen abhängigen a-Grössen und der unabhängigen 
Variabeln a,, liefert, welche aus (69.) mit Hülfe der eben gefundenen Werthe 
sich als Funetion von z, und z, ergiebt. 
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Es ist somit zunächst die Auffindung aller derjenigen Integralsysteme 
aus dem vollständigen Integralsysteme geleistet, welche eine willkürliche 
Function einer Verbindung der unabhängigen Variabeln enthalten, indem 
dieselbe zurückgeführt ist auf die Integration eines Differentialgleichung- 
systems mit einer unabhängigen Variabeln, d. h. eines gewöhnlichen Ditfe- 
rentialgleichungsystems; beachtet man aber, dass die vollständige Integration 
des Systems (71.) 2m—2 willkürliche Constanten in den Integralen liefert, 
dass also, wenn die Functionalwerthe der a-Grössen in die Ausdrücke (60.) 
eingesetzt werden, dieselben wiederum ein Integralsystem von (59.) und 
zwar mit 2m—2 willkürlichen Constanten geben, so kann man genau wie 
oben jetzt wieder das Problem stellen, diese 2m —2 Grössen so als Functional- 
ausdrücke von z, und 2, zu bestimmen, dass die durch die angegebene 
Variation der Constanten hergeleiteten Integralsysteme wiederum eine will- 
kürliche Function einer anderen Variabelnverbindung enthalten — und die 
Lösung dieses Problems wird ebenso auf die Integration eines gewöhnlichen 
Differentialgleichungsystems (2m —4)ter Klasse führen, durch dessen Inte- 
gration ein Integralsystem des partiellen Differentialgleichungsystems ge- 
wonnen wird, welches zwei willkürliche Functionen von je einer Variabeln- 
verbindung von z, und z, und ausserdem 2m —4 willkürliche Constanten 
einschliessen wird. Fährt man so fort, so wird man die allgemeinen Inte- 
gralsysteme von (59.), welche m willkürliche Funetionen von je einer 
Variabelnverbindung von z, und z, enthalten, durch die Integration von ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungsystemen resp. (2m —2)ter, (2m —4)ter, 
Oter Klasse aus dem vollständigen Integralsysteme ermitteln können. 
Fassen wir die gewonnenen Resultate zusammen, so ergiebt sich Folgendes: 

Wenn für ein partielles Differentialgleichungsystem mter Klasse mit 
zwei unabhängigen Variabeln 


ou, ou, ou OU \ 
rin, 23 U, Us, ..0 0.4 Uns P “ r “ f v, 
. O% O% Ox% Oz 
1 2 | 
rac< 
(12.) 
ou, ou, ou ou ) 
Fm\ 31, 325 Ya, Uay oo0n das an, nm - U 
Üx O2, ( U, 





das vollständige Integralsystem in der Form bekannt ist 


|" = (21, 32, Ay, Ay, Ar, Ad, ven, A,ıs 4,2); 


(73.) 


I = Fu, 32; Mu, A, Any Ay 20, Ay, 


\ 
m2)/) 
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so stelle man das System gewöhnlicher Differentialgleichungen auf: 








OF, N OF, da, RR OF, da, Mr OF da,. 0 

da, da,, da, da,ı da,, De; ; 
(74.) 

n a A) 

OF Rn OF da, he OR, dam ı OF, dam:  ı 

da, da, da,, Oa,ı da,, da, da, 

drücke aus einer dieser Gleichungen 2, in der Form 
(75.) p3 io h (z a a a a da, , danı da: ) 
U. - Hua: 19 119 129 00 0y Ay Pu? u 0,20 EZ 
da, da, da,, 


aus und setze diesen Werth in die übrigen m—1 Gleichungen von (74.) ein, 
so dass sich die Differentialgleichungen ergeben 


da ddmı da,» 
hu (21, Guns Ar +2 Ans Ana Ze a1, dan) _ 
13 11} 23% su 0g mi} m? j re ’ ’ 

da, da,, da, 

(76.) 

da da,ı da, 
h,, ‚(3 a d;,; a A, 1 — . ”) = Ü 
m — h) 11% ee mi) m? 3 h) . 

da, da da 





11 11 


Differentürt man nunmehr jede dieser Gleichungen partiell nach z, und 
eliminirt 2, zwischen dieser und der eben bezeichneten Ableitung, und setzt 
diese Differentiation und Elimination so lange fort, als die sich so ergebenden 
BDedingungsgleichungen zwischen den a-Grössen und den ersten nach a,, ge- 
nommenen Differentialquotienten von einander unabhängig sind, so erhält man 
im Allgemeinen ein gewöhnliches Differentialgleichungsystem (2m—2)ter Klasse 





da. da,„ı da, 
k,(au, 123 200; Ayın Om a a ) =: (), 
(17T. 
ar u erg . ee) = 0, 
woraus sich durch Integration, indem 
(18.) 42 =49 (A,1) 
gesetzt wird, worin yp eine willkürliche Function bedeutet, 
6 > 0, (4, Plan) Cıy Ey er. Cyu-2), 
da = 0(@, Pla), Cry Ey ++. C-2); 
(79.) nl a ee 
Im = Bla, Plan) Er Er +5 Omen) 
In = Wal, Pla), Cr Cry +00, Come) 





ergeben, wenn C,, Cy, ».+, Ca, beliebige Integrationsconstanten bedeuten; setzt 
man diese Werthe in (75.) ein, so ergiebt sich a,, als Function von 2, und z,, 
und es sind somit a, Ays +++, A,ıs A,» als Functionen von z, und 2, er- 


- 








a Thor a" 
Y E E 
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miltelt, welche eine willkürliche Function einer Variabelnverbindung von 3, und 
z, sowie 2m—2 willkärliche Constanten enthalten. Setzt man diese Werthe 
der a-Grössen in die Integralformen (75.) ein, so bilden diese Ausdrücke ein 
Integralsystem der Differentialgleichungen (72.), und man kann auf demselben 
Wege c,, ©;, ..., ©, , durch Variation dieser Constanten so als Functionen 
von 3,, 3,, einer zweiten willkürlichen Function einer Variabelnverbindung von 
2, und 2,, sowie von 2m —4 willkürlichen Constanten bestimmen, dass dieselben 
Formen Integralsysteme des ursprünglichen Differentialgleichungsystems bleiben: 
fährt man so fort, so ergiebt sich aus dem ursprünglichen Integralsystem (73.) durch 
wiederholte Variation der Constanten und Integration gewöhnlicher Differential- 
gleichungsysteme das allgemeine Integralsystem der partiellen Differential- 
gleichungen (12.) mit m willkürlichen Functionen von je einer Variabelnverbindung 
von 3, und 2,”). 

Es mag als Beispiel für die Durchführung des eben ausgesprochenen 
Verfahrens das partielle Differentialgleichungsystem zweiter Klasse mit zwei 
unabhängigen Variabeln 





ou ou, 
2 — 2, . —-V) 
INN 03, O2, 
(80.) | | 
ou ou, 
2, 3, 0) 
O2, OR, 
gewählt werden, dessen vollständiges Integralsystem durch die Gleichungen 
Ich 2 Lest Bat rolf Qu 
(81.) [u — a+(b | C)2;, N € b)z,+e(z; ] ee) 2) /s 
lv, = -a+(c-b)a?+(c+ b)z,;+e(2)+4+ 22,2: 42; 


gegeben ist, in welchen a, 5b, ce, e willkürliche Constanten bedeuten. Die 
den Gleichungen (74.) entsprechenden Beziehungen lauten 





| n u de a 
1-+(2!— 25 +(2!+3; +(231+2;)° : ©, 
(82, 5122) da (31422) © TR se ” 
\00.) 
) > db ee DE de > IS de 
— 1-(3 —- 3) — +(31+2; +31 +2) 0 
da da \ da 
oder 
| U 
l+(2,—2;) = 0, 
z da 
(83.) 
dc ) ) de 
r(3ı +2: = U; 
da Hi ) da 





*) In welchem Zusammenhange dieses Verfahren mit der Frage steht, für welche 
linearen partiellen Differentialgleichungsysteme sich die Integration auf die von totalen 
Differentialgleichungsystemen zurückführen lässt, soll bei einer anderen Gelegenheit er- 
örtert werden. 
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da aus der ersten dieser beiden Gleichungen 
‚db 
da 
db 
da 
folgt, so ist das System (82.) durch die eine gewöhnliche Differential- 
gleichung zu ersetzen 





1+23z} = 
de v ' da de 0 
‚Meet‘, Be Tahiti 
da 
und man erhält somit durch partielle Differentiation nach z, 
er u. Zr mw 
(85.) —=0 —=0 
also 
(86.) = 6, b=—, 
worin e, und c, willkürliche Constanten bedeuten, während 
(87.) b = y(a) 


zu setzen ist, worin p eine willkürliche Function bedeutet; setzt man endlich 
den Werth für 5 in (84.) ein, so folgt 


1 
(88.) p(a) = 1 
also 
(89.) a= w(3 —2.), 
worin » eine Function darstellt von der Art, dass nach (88.) 
(90, plo@i-a] = 4; 


ist. Die allgemeinen Integrale des Differentialgleichungsystems (80.), welche 
eine willkürliche Function einer Variabelnverbindung enthalten, haben somit 
nach (81.) die Form 


91, [= w (3 —2)+ylw(z3—-2)\(23 —2)+06(31+3)+0, (23142), 
Io = -w(3—-3:)—-gl[o(3i—-2)](#1—3.)+ 6,(31432)+0, (81422) 
oder 
(92, ja = 23 -2)+0(3+3)+0(8+2), 


lu = Als —-z)+0,(8+3)+0 (342), 
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worin (2, eine willkürliche Function bedeutet. Wendet man wiederum auf 
die Integralformen (92.) die eben durchgeführte Variation der Constanten an. 
so gehen die Gleichungen (74.) in 
fs > 7 2. Iı9 de 
(93.) s +2 +(237 +2) 2 = 0 


über, worin nach dem Obigen 
(94.) ec = v(6,) 


zu setzen ist, wenn w eine willkürliche Funetion bedeutet; da sich dann 
aus (93.) die Beziehung 


- 1 
(95.) v(e) = —,; 
DE 
ergiebt, so werden, wie unmittelbar zu sehen, die Integralformen (92.) in 
96) (u = 2,3 —-3)+,(21+ 2), 
Il = —Q (8-3) +02,(2! +32)) 


übergehen, worin (2, und 2, willkürliche Functionen der eingeschlossenen 
(Grössen bedeuten. 

Wir gehen nun zur Behandlung des für partielle Differentialgleichung- 
systeme mit zwei unabhängigen Variabeln durchgeführten Verfahrens für den 
allgemeinen Fall partieller Differentialgleichungsysteme mter Klasse mit « 
unabhängigen Variabeln 


fi (2, Bay ng Bas Ur Wa a A I, 


(97.) 


cu, ou, 
fa 21» 29, .u.9 Bus U. Us. ... 0% U, . m “ . . 9. } 





über, dessen vollständiges Integralsystem durch 


[* = F, (2,, 32%, a Zus d,ı. ne. A,us em ds PB, mn a os = 0, 


(98.) 


\ 
ar 82%, Ba S us d,ı, 0 08 A,us ., nis oo. A { Zu 0 


dargestellt sein mag; es ist dann bekannt, dass das allgemeine Integralsystem 
die Form hat 
Journal für Mathematik Bd. CIX. Heft 4. 41 
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u = 92 225 PılYırla + 34) Wız(31 224 Bu)ı + Win + 2u))ı +. 
PulYnı (2, ... 34) . PORTRRE ») 
(99.) 0 ea 
u. = 0.5. Bus pılwı(zı ... 2.) Walzın «+ Zu), ... ER ... u 
Pl Ya (21, ron 2.) Er Vau-ı (21, Berg u) 
worin 1, Pr =. ., „m Willkürliche Functionen von je «—1 bestimmten 
selbständigen Variabelnverbindungen w bedeuten. 
Da nun allgemein nachgewiesen worden, dass alle Integralsysteme 
von (97.) durch solche Variation der Constanten, welche den Differential- 





gleichungen 
5... da,, 4 OF, “ Oaı,. OF, Om OF, LE 2 
da, u Br Öa, 7 ”-r27 Fam De e .: Dann Öbe u 
(100.) . : A 5 k 1 y R r . . . . .(a=1,2,...4) 


OF ca a, öF, O1 u öF, en OF, mu Di 
da, u Be = Oaıu ÖL u; Oayı OO: Al Fr Er’ m. 


11 











genügen, erhalten werden, so wollen wir zunächst aus den vollständigen 
Integralsystemen (98.) alle diejenigen Integralsysteme herzustellen suchen, 
welche nur eine willkürliche Function von u—1 selbständigen Variabeln- 
evrbindungen von 23,, 32, ..., 3, enthalten und also in der Form dargestellt 
sein sollen 
pr en 2a, di .PlyılEn ER 3.) Er Wu-ılaı, Er 3.)]); 
(101.) BR De ER N FEB TE ME 
a .... Zu “ (ei U 3.) ER Yu, „u. 3,)]); 
es werden somit die Gleichungen (100.) so zu integriren sein, dass den 
Gleichungen 
Fı (815 +. Sas Gun >00: as >00 Gmır v0 Bmu) 


= S, (8 0, Bus ylw.(2, ... 3,); u... W121, 5): 


Fu Aa Su dııy Pe Aus ER An Re 4.) 

7 2.62; ...,. Sur plw,(z,, .2... 24)» .“r.g Wil; 2.,91,.08 3,)]), 
identisch genügt wird. 

Da sich die a,, als Functionen von 2,, 2, ..., 3, ergeben, so kann 

&2, 2+., @, dargestellt denken, vorausgesetzt dass sich nicht 3,, 2, ... 3 





u 


also auch die anderen a-Grössen schon durch u—1 der Grössen a,,, @ı2y ++ +, &ıu-ı 
ausdrücken, und wenn diese Werthe in die Gleichungen (102.) eingesetzt 
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werden, so müssen diese identisch erfüllt werden. Greift man aber « beliebige 
dieser Gleichungen heraus und setzt die Funetionalwerthe der eben bezeichneten 
Grössen in 4, A, .. ., 4, ausgedrückt überall ausser in die. Functionen 
Yılöız -> 0, Ba)ı >07 Yaılöın -- -; 3,) ein, 80 kann man au, An ..., Gi, 
als Funetionen dieser «—1 Variabelnverbindungen w,, ..., w,_, ausdrücken. 


und darf also annehmen, dass sich sämmtliche Grössen a,,. .... a 
Anis == :r Au als Functionen von u—1 Grössen 


(103.) w,(2,, u. 5,)= 5, er 


ia» 


.u(8;. ..0.% Zu \ pam. g 


u, u—l 
ausdrücken lassen. Da in Folge dessen 
N N N be): n , E: 
od; o4), Or oa or oa OLu—ı 
104. a Adi Bun AM us oe ru . . CROE: 5 Au nd» 1 
( ) 03, oz, 03, Or, 03, te OL„-ı Oßa 
ist, so gehen die Gleichungen (100.) über in 
( OF, da, , 1 OF, Od. | OF, Od , 
a, ©», 7 Oaı„ ©, On 08 





N N ‘ nn en r 
‚of, oa, oF, Oaı. f of Odm , 
-—— er Pas ... - _ _—_ nn ne —- 0 - > 2% 
Bi O4, OL, Od u OL, Ol OL, 
(105.) BE Aa \ 0a 
...—_. - - J 
Men A 9%: O8 
IF “ a n SF 
| O % oa, c _ Odıu ! ‘ e Od 
5: m na a — _ ... _ r 2 N er ... = r n er .. 
oa, OL u-1 Odıu OL u—1 OGnı OLy—ı 
aA 
us oR ( Amu ) ( Lu —  ), 
OGdnu Fa O%, 


worin e=1, 2,..., m und o=1,2,..., u zu setzen ist, und wir wissen, 
dass sich @1,...5 Aus ++, Ayasee, Ay, 80 als Functionen von ©, 235... 
=,-ı bestimmen lassen, dass die Gleichungen (105.) befriedigt werden. 
Bemerkt man aber, dass, wenn die Klammerausdrücke der Gleichung 
(105.) mit Ay, Agzs ++, Agu-ı bezeichnet werden, sich für «=1, 2,..., “ 
die « Gleichungen ergeben 





N . N 
or, OL, OLu-ı 
A,: O2, +A. 03, +. + ER O3, ze V, 
4 or, 4 Or, 4 ee - -- - N 
(106.) da 2 en Ser 
or Or, Lu 
Aa 7 +A,.: ae = = WU, 
7 de” d 
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so würde, wenn nicht sämmtliche A verschwinden, jede Functionaldeter- 
minante der Form 





| , ‚ 
| 0m 7 m run | 
| 0%. O2,, O%u, 

£ 9 0m 3 ,,, Mu | 

(107.) | Oo, Ö%a, "TER B 5 | 

| . . . . v . . . . . . N 
u Ozu-ı | 
| z D | 
03.,— 024,1 u ER 1 | 


sein, worin die Indices &,, &,..., @,_, jede Combination der Zahlen 1, 
2,..., 4 zur (u—1)ten Klasse bedeuten, und sich somit eine Beziehung 


j 


zwischen den Grössen ©, &3,..., Eu 

(108.) “a, Layer: 2) = 0 
ergeben — welcher Fall auszuschliessen war, da wir diejenigen Integrale 
herleiten wollten, welche eine willkürliche Function von «—1 selbständi- 
gen Variabelnverbindungen enthielten. Es müssen daher die eingeklammerten 
Grössen der Gleichung (105.) sämmtlich verschwinden, oder die Gleichun- 
gen bestehen: 




















OF, ca, OF, de OF, OMyı oe OGmu 22 
ur N ri Ei ge: a. en ” dam om er * in 5 Ex 0, 
(109) . a a sr Br, 
OR, oa, ar da om, 2a dr, 3a 
RER, N Nenn. Busen. u: 
ag ar 1 Oayu dr,— er m; OA Oru-1 u © . O2u-ı ” 


worin 0 = “x 2,..., m zu setzen ist. 
Da sich aber sämmtliche «- Grössen als Funetionen von &,, %:,.... 
x, _, ausdrücken lassen, so kann man dieselben auch als Functionen von 
As Ay “0 u-ı 


darstellen und die Gleichungen (109.) somit ersetzen durch 





(Or, OFe Say). 4 2Fe Cam). 4 OR u 
© a, Ian, da, 1 er da,, Oo oda gg 
+( ör, e OR Sau + =. a er .. F, _Oamu \ 00, 
(1 LO.) ca, 2 Oaı,. oa 12 OA Ban 2: 2 OL 
( OF, | OF, 0a u ® OF, S SE WR te BF, eu Oaıu— and Er 0 
OA u—ı Oaı u da1u-ı Zain da u— 1 u Oaıu- 1 ÖL 





worin o=1,2,...,m und o=1,2,..., u—1l zu setzen ist. Da die 
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Funetionaldeterminante 


oa, , da, , O4, 4-1 
Or, Or, Ox, 

ca, N da, 2 041, 1 

Or, ._ 1 Or, —] Or, —] 


gegen die Voraussetzung eine Beziehung zwischen @,,. @. ..., @,,_, liefern 
würde, so muss wieder 








OF, u OF, 0a; „ \ OF, Od, 'e Ä n 'F, ri a iu 0 
= ur ME. A — Py- ...» u - - - — ...» u. n 2 u - n 
da,, Oaı„ 0a, Odyı 0a,, ini, :: AM,; 
OF, OF, Oaı, f A - >: Ge Q 
m et „re r rt 0>=- 
Oa1u-ı da, O4 u —1 Oli Odıu—ı ca m ( Aıu 


sein, worin e=1,2,..., m zu setzen ist, und die gegebenen Functionen 
F,, FR, :.., F,„ noch die Variabeln z,, 2, ..., 3, enthalten. Denkt man 
sich nun aus den ersten zu o=1 gehörigen «—1 Gleichungen (112.) z,, 
23. -.., 3, durch die anderen in denselben vorkommenden Grössen in 
der Form 





25 = H, (z, “ d;ı» ..© ©. dus 0.4 d . ZImIr d ul . 
rn a r 
OA; u Odıu OAymu Oduu \ 
da,, OAıu-ı oa, 1 OAu—ıi / 
Bu = H, (z,, d,|» Eur;.; Aus 0.0 A 1: .e.. Omus 
en N IN # 
Odıu Odıu OGOmu Olmu N 
ca, , Oau-ı oa,, Odıu-ı 


ausgedrückt, so ergeben sich, wenn diese Werthe in die (m—1)(u—1) 


\ 
übrigen Gleichungen (112.) eingesetzt werden, Beziehungsgleichungen, welche 
die Grössen 


OA u OQıu Od OGmu 
dı; ro... ad, ... ad . . d y .. , . , und S 
u . 9 “ mi » . . mu» 2 u 6% 5% N u “ “ ... ıi 

2 Oa,, odıu-ı oa, Odıu—ı 


enthalten, und da sämmtliche a-Grössen reine Funetionen von a1. .... dy,.. 
und diese im Allgemeinen Funetionen bestimmter Variabelnverbindungen 
(103.) von 2,, 2, ..., 2, Sind, so werden die so erhaltenen Gleichungen 
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h, (z,, 4,» we A,us Reg A: TR Anus 
au $ 04, Din OA ) 0 
Par ur Bar a en Ta =" = 7 We very ia BE IE TE 7 We: rain — 
oa, 0a, u— oa, , OA, u-ı ; 
(114 
(114.) 
RPRRBRR As ee. Aus ur Anis ren Anus 
N nn n » 
Oodıu OAıu OAmu OAmu ) () 
ee u" ...:. L; \ en ... u, ...,. f N je 
ca,, 0a u—ı ‚ oa, Oayu-ı 


für jeden Werth von z, bestehen, und somit beliebig oft nach z, differentiirt 
werden dürfen, wenigstens so lange als nicht z, aus den analytisch ge- 
gebenen Ausdrücken A,, ..., Am-nw-n) verschwindet. Stellt man nun 
wieder genau, wie es oben für den Fall «=2 geschehen, durch Differen- 
tiation nach z, und Elimination dieser Grösse eine Reihe von unter einander 
unabhängigen Bedingungsgleichungen zwischen den a-Grössen und deren 
partiellen Differentialquotienten her 


k, (a,, .... Aus ra OA nis ... . Anus 
da; u 0a, Mu OA " 
er ET Was A EN Fe er . 0.0 RT =. — 0, 
da ,, a u—ı da,,  eoAlu— 


k, (a,, Pe Bu ur Aus .. .. Ani: .. .. Anus 


KL au Ilm ne — 0 
Be ee 
so ist einerseits ersichtlich, dass die Zahl der von einander unabhängigen 
Differentialgieichungen für die «-Grössen als Functionen von a, @.»; 
@,,_, nicht grösser als die Anzahl (m—1)u+1 der Grössen 


Aus Ay,» Br Ayus en Anis Umu 





sein darf, da die letzteren den obigen Auseinandersetzungen zufolge als 
reine Functionen von @,, ..., @,,_, darstellbar sind, andererseits darf aber 
auch die Anzahl jener unabhängigen Gleichungen die Zahl (m—1)u+1 
nicht erreichen, da, wenn dies der Fall wäre, die allgemeinen Integrale 
dieses partiellen Differentialgleichungsystems, da dasselbe nur «—1 un- 
abhängige Variabeln a,,, @2, ..., @,_, enthält, nur willkürliche Funetionen 
von «—2 Variabelnverbindungen einschliessen würden; es muss also 
v = (m—1)u sein, so dass man a,, einer willkürlichen Function von a,,, 
As 22.5 Ay.’ gleichsetzen darf, und das Differentialgleichungsystem (115.) 








OR vw . NY r 
PERLE NETTO ETER RM 
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somit die Form annimmt: 





5 
K, (a.. or, Ayu-ıs Pılaıs » ++, du): 
Ogı oyı da»: 0a>,, OA OGmu ) 0 
N 5) ..0% r . . ww nn “ ww‘ Br “ ..0 0.4 r = ‘a 
da,, Oaıun-ı" Oa,, ’ oa, oa, OA ui 
(116.) 
Kom-ıu (a.. eo. Ayu-ıs (a; ..., Gu-ı)s 
Ogı Opı Od, OA: OA Od ) () 
vo Ed: Mh Ar N Be BES: We: , — ‘+ 
da, , Sau’ Oa,, oa,, da, OAıu-ı 


welches ein partielles Differentialgleichungsystem in den «—1 unabhängigen 
Variabeln a, @2, -.., @,„., und den (m—1)u abhängigen Variabeln 
Ayıy ones dus een Amis #re, nu definirt. Sei nun ein Integralsystem des 
Differentialgleichungsystems (116.) gefunden, welches ausser der willkür- 
lichen Funetion ,(a., @2, ».-, ,.,) noch (m—2)u willkürliche Inte- 


grationsconstanten enthält, — das vollständige Integralsystem schliesst 
(m—1) u(u—1) willkürliche Integrationsconstanten ein — so wird man, 


wenn die Werthe von a,=9,(41, @2 ».:, A, ,) und von a,. 

Ayus 2.5 Amis are; dm. IM die Gleichungen (113.) eingesetzt werden, aus diesen 
u—1 Gleichungen die Werthe von a, @2, ». +; 4... als Functionen von 
31); Z2s +++, 3, erhalten, so dass hiernach mit Hülfe der vollständigen Inte- 
gration eines partiellen Differentialgleichungsystems mit nur «—1 unabhän- 
gigen Variabeln eine Variation der Constanten in den Integralformen (98.) 
ermöglicht ist, welche eine willkürliche Function g, von «—1 Variabeln- 
verbindungen der Grössen 2,, 2, ..., 2, enthält. Uebt man auf diese so 
gefundenen Integralformen von Neuem eine Variation der Constanten aus, 
so wird man wiederum mit Hülfe der vollständigen Integration eines par- 
tiellen Differentialgleichungsystems von «—1 Variabeln zu Integralformen 
geführt, welche eine neue willkürliche Funetion von «—1 Variabelnverbin- 
dungen einführen und (m—3)u willkürliche Integrationsconstanten enthalten; 
fährt man so fort, so wird man mit Hülfe successiver vollständiger Inte- 
gration von partiellen Differentialgleichungsystemen mit «—1 unabhängigen 
Variabeln durch Variation der Constanten aus den Integralformen (98.) solche 
ableiten können, welche m willkürliche Funetionen von «—1 Variabeln- 


verbindungen von 3, 3, ..., 3, enthalten, also die allgemeinen Integral- 
systeme darstellen. 
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Fassen wir die gewonnenen Resultate zusammen, so ergiebt sich 
der folgende Satz: 

Kennt man ein vollständiges Integralsystem eines partiellen Differential- 
gleichungsystems mter Klasse mit u unabhängigen Variabeln, so erhält man 
im Allgemeinen mit Hülfe der Variation der Constanten durch successive Her- 
leitung von Integralsystemen partieller AO NEE III mit u—|1 
unabhängigen Variabeln, welche resp. (m—1)u, (m—2)u, .... 0 Constanten 
enthalten, das allgemeine Integralsystem mit m willkürlichen Functionen von 
u—1 Variabelnverbindungen der u unabhängigen Variabeln. 

Für Differentialgleichungen erster Klasse mit « unabhängigen 
Variabeln führt diese Methode, wie wir früher gesehen haben, nur zu 
Differentialgleichungen Oter Klasse, also zur Auflösung von Gleichungen, 
für Differentialgleichungsysteme mter Klasse mit einer unabhängigen Va- 
iiabeln — also für totale Differentialgleichungsysteme — zur Integration ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungsysteme (m—1)ter, (m—2)ter,...., Oter Klasse. 

Sei zZ. B. das partielle Differentialgleichungsystem mit drei unab- 
hängigen Variabeln gegeben 





ot Ö D 

(1-23 + — 23 2) 25,2 +42 Yo 1 +(1-+23 Ye 0, 
(117.) 

(1-25,)2 (1-23 Jenna +(1423 ne 2 +adı — 0, 
dessen vollständiges Integralsystem mit den 6 willkürlichen Constanten «, 
BP, YyIdo, N 

a = tn -Y)a+(n-89)3;+ 2072,83; — 27223; — 272,2: 
18) +P+7 ++) HP IHN) HP YHN)z+o, 
aM u = ns —-(n+Yy)a2—(N—8)2 — 272,33 —272:33+ 272,2: 
+P+Y-Id- 9). + PP +I- 9) +(P-y-I)z;+e 





ist, so gehen die Gleichungen (112.), wenn a, =, a, =y gesetzt werden, in 
3,42; at + ee ste -3,4,)'52 = U, 
— — 3,43: —3:+ +2,43), Ep ° H-3H43,+3,) : = 
(119.) Bi. RPRREBRERN,. PETER BEN. MP ABRREN 1 
3,+2+23 8 32,723) OB 2313,42 0 (2; BT 23 an 





R D 00 
343, —2;+ ER 3433) 5, -(—3;+3,+2:): d) a ARE +3, =, 








. a0r? vn ..? 
NEE TE TEE Te 
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oder, wie durch Verbindung je zweier zu ersehen, einfacher in 





Hrn 0 
3} r<P) | 23 OB ng “ 
> 0a ’ 
- 3, +2, — + 7 = U, 
OY 
120. | 
( 14 00 N | o€ f “ u ( 7 
2 —2,+32;) oß +(- %3+2,+2;) 38 +3, -3+ 3) 2 3 = ), 
> / 
f f oÖ ) ) n € \2 ( N 
(3, —2,+2;) Ep +(—233+2,+2;) „, ta-24t2),, = 0 
= 3 


über. Setzt man die Werthe von z, und z, aus den beiden ersten Glei- 
chungen (120.) in die beiden letzten ein und differentiirt dieselben dreimal 
nach einander nach z,, so sieht man leicht, dass die resultirenden partiellen 
Differentialgleichungen als nothwendig zu erfüllende Bedingungen liefern: 


00 00 '@F: ar: or on 
i . — 0, 7 — ( . - = 0),  — == ), - , — vv, - en U): 
(121 ) oß oy ) oß oy oß oy 


es werden somit d, &, 7, da sie reine Funetionen von 3 und y sein mussten. 
Constanten bleiben; für die beiden ersten Gleichungen (120.) musste nach 
den obigen allgemeinen Auseinandersetzungen 

(122.) a = gy(P,Y 
gesetzt werden, worin p eine willkürliche Funetion von 3 und y bedeutet. 
welch’ letztere Grössen als Funetionen von z,. 2,. 3, aus den beiden Glei- 
chungen zu bestimmen sind 





oy(ß, 7) / \ 
r = 3, +2,+2;). 
(123.) oß ern 
\ Le 277 00 3 
rÜ =: est 
Oy 
woraus sich 
3 = flatssta, 83-3, +3)) 
E 1 ı 1 22T 923, © | 3)» 
(124.) EIER: FR 
’ (343243, 3—2,+3;) 


ergeben werden. Setzt man diese Werthe in das vollständige Integralsystem 
(118.) ein, so erhält man, wie unmittelbar zu sehen. 
fü = Yılaıt 2:42, 3-23, +33)+97(& 3:43) + d+0)3,4+(e-0)2,+J23;—e2;. 


lu, = pılaıt 3,42, 3—8143,)—n(3,—3,4+3,)’—(d-+2)3,—(e-0)3,—02,+83; 


ia 


(125.) 


worin g, eine willkürliche Funetion der beiden eingeschlossenen Grössen 
bedeutet. Geht man nunmehr wieder von dem Integralsysteme (125.) aus 


\ 
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und lässt für d, e, n in genau derselben Weise die angegebene Variation 
der Constanten eintreten, so gehen die Gleichungen (112.), wenn a,=J, 
4, = € gesetzt wird, in 


“ 
l+(2,-2,:+3;) 7 =, 
(126.) 





3, +3»—- 342-843) —,- = 0 


iiber, woraus, wenn wieder 


(127.) "= vw, 0) 
gesetzt wird und w eine willkürliche Funetion bedeutet. 


(9 = (23 —2+2;. 3 +2 —32;). 


(128.) . 
l.e= 2a —- +23, &4+%-—3;) 


folgt, und es geht sonach das Integralsystem (125.) in das allgemeine 
Integralsystem der Differentialgleichungen (117.) über 
129) u patat3, HR - 3) - +3, 3 +8 —2;), 
u, = pa +3+2, 4379-5) pls 42, +8 25). 
Um das eben erläuterte Verfahren zur Herleitung der allgemeinen 
Integralsysteme beliebiger partieller Differentialgleichungsysteme aus den 
vollständigen Integralen noch in einem Punkte zu ergänzen, mag zunächst 
eine Bemerkung über die Transformation eines beliebigen partiellen Differen- 
tialgleichungsystems in ein anderes vorausgeschickt werden, welches die 
abhängigen Variabeln nicht mehr explieite enthält. 

Sei wieder das partielle Differentialgleichungsystem mter Klasse 


Lee) 


gegeben 





n N n 
ou, ou, OU, Oum 0 
fı 3. 33, .... Sus A, Ur, ..., Us N. , . .. nn yı}oı 2a. yııy Ar — Is 
OR, Su 3, Ofu 
130.) . 
7 5 
ou, ou, Ou,, Ou,, 0 
Fe S,, DTuc 2 Sun u, U;, 97 Us Oz b) > 7% , . Er . .. Ws = . 
| du = u 
und sei 
2, (2, 3), .. . Bus Us U;, .. .: 4) == 0, 
OD) (m - Ä EN 
$2.,(2, 39, .. .. Sms U, Ur, .. . U. m ( 





irgend ein Integralsystem desselben von der Art, dass die nach den «,. 











” 
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ds =. ., 2, genommene Functionaldeterminante 
2, OR, 88 





on, ou, OU, 
O8, O8, o88, 
(132.) | ou, On, ou, — D 
on, Oo, 082, 
on, On, ou, 
nicht identisch verschwindet, so folgt aus (131.) 
o8, ou, o8, on, ( 2, OU, o82. 
- + — at +— a: 
ou, Ox}7 ou, O2; OU, Ur; 0% 
N 
ol. ou, os, ou o2., Ou Oo 
EEE NE TE ER. 
on, O2; On, O2; ou, O%;, O5; 
oder, wenn 
O8, o8, oR. oR oR 
ou, Ou,-ı 0%; Ong4i Ou,, 
ee sn. sei 
O8, O8, ol. o8,. oR, 
ou, On,—ı 02; Ongsı Ou, 
gesetzt wird, 
a ou D,; 
135. u — 
( ) 02; D 


Setzt man nun diese Ausdrücke für die partiellen Differential- 
quotienten in die Differentialgleichungen (130.) ein, so erhält man 





[ ’ 7 MM. D, D 1 Din \ u 
Fk B13 +43 Bus Min seen we Wen yes pDyen DD) =U, 
(136.) 
f ( ’ D, D,.u D.: Dan \ = ' 
| Bin en Bu U U ee ee gem — 
oder nach (132.) und (134.) 
N N 
F, (2, a Bi a 0 
” O2, 
ol, ol, 082 os. \ 0 
ou ı m ar: du / 


(137,) 
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wer, als unabhängige, 2, 2, ..., 2, als ab- 


hängige Variabeln betrachtet werden können; 


a: 

es kann somit jedes partielle Differentialgleichungsystem mter Klasse 
mit u unabhängigen Variabeln in ein anderes partielles Differentialgleichung- 
system mter Klasse mit m+ ı unabhängigen Variabeln, welche aus den früheren 
abhängigen und unabhängigen Variabeln bestehen, von der Art transformirt 
werden, dass die neuen m abhängigen Variabeln in demselben nicht explicite 
vorkommen. 

Zunächst ist nun einleuchtend, dass aus jedem Integralsystem des 
partiellen Differentialgleichungsystems (137.) auch ein Integralsystem der 
partiellen Differentialgleichungen (130.) sich ergiebt; denn sei ein solches 
Integralsystem 


| 2 = ls; ..;, re 
(138.) | 
g2, ee 0,(2:, eg Zus U, Me. u), 
so setze man 
Ahr:i! BR ‚ ee 
(139.) a. ER RT ii ed, 
und es werden die aus diesen Gleichungen sich für ı,, %, ..., a, erge- 


benden Funetionen von 2, ..., 3, ein Integralsystem der Differential- 
gleichungen (130.) liefern, da nach (139.) vermöge (138.) 
Ou, Si 
: 
sich ergiebt, und somit die Gleichungen (136.) in das partielle Differential- 
gleichungsystem (130.) übergehen. Aber man sieht auch leicht, dass in 
dieser Weise aus dem vollständigen Integralsysteme von (137.) das voll- 
ständige Integralsystem der Differentialgleichungen (130.) folgt. Sei näm- 
lich das vollständige Integralsystem von (137.), welches für die m abhän- 
gigen Variabeln 2, 2, ..., (2,, weil diese nicht explieite vorkommen, 
je eine Oonstante additiv enthalten muss, 
= Hl >. Bus bar ec as OO re aaa) + © 
10, | Dr re Sale 
lo, = DlEry er Ba er tt 
so wird nach der Definition des vollständigen Integralsystems die Functional- 
determinante von je m(u-+m-—1) Ausdrücken der partiellen Differential- 
quotienten für jeden Werth von go aus der Reihe 1, 2, ..., m 
ar IR. OR, OR. OR, 
(A.) Ä — - 


8, 
. EB er She WER, LE MR SEE 3.2 Tip — ‘) N) 
.». .» ... * « “ ° .. r. E (für Üü 1, RT | 
ke ? ’ ’ ’ Ol?’ OMerı Ou,, 


0% 


pen 
ou, 


Ö a 
"u 








EEE RN RE Daraı We 
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€ € 


in Bezug auf die Constanten 


C; Ca, u . .. C 


2 m( u-+-m—1) 


nieht identisch Null sein dürfen: setzt man nun 


\ Y 
| 0,(2,, ..0.9,. Du» U, ..0 0% Wn Ci, C;, Beh Estarn-1))t C, — ), 
(141.) 
+) | 
Br +, = 8 
so ergeben sich %,, %., ..., @, als Functionen von 23. 3, ..., 3, mit 


m(u-+m) Uonstanten, unter denen eine Anzahl überzähliger Constanten sich 
befinden wird, und wir wollen beweisen, dass die Gleichungen (141.) ein 
vollständiges Integralsystem der Differentialgleichungen (130.) definiren. 
Zu diesem Zwecke ist nur zu zeigen, dass die Funetionaldeterminante der 
mu (srössen 


i oO@, . Ow, ou Ow, Ou, ow, Ou, 
(B) —— + = — + 2-4. + - 
’ (08; ou, 0% ou, 0%; Oun 0% 
oder 
C os, ol, ou, Oo, ou, os, OU, Pos. > .. Be . 
( %.) A + — rag dal > N > A (fürae=1,2,...,m; A ==1,2,...,2) 
0%; ou, 02 ou, 0%; OuUn 0% 
in Bezug auf je mu der m(m+u—1) Constanten ©, ©, -.., Cymzu_n ge- 


nommen nicht identisch verschwindet; aber dies ist unmittelbar ersichtlich, 
da die Functionaldeterminante der Grössen (C.) sich bei passender Wahl 
der Grössen 


ou, ou, Olm 
EM ’ u ‚) 5 . .. Ze 
O -, ( “) C wi 


in die aus den Grössen (A.) gebildeten Functionaldeterminanten zerlegen 
lässt, und diese Determinanten, welche dann einzeln verschwinden müssten, 
nicht identisch Null sein konnten, weil die Grössen 2,, 2, ..., (2, ein 


m 


vollständiges Integralsystem der Differentialgleichungen (137.) bilden sollten. 
Das vollständige Integralsystem der Differentialgleichungen (131.) liefert also 
das vollständige Integralsystem der Differentialgleichungen (130.). 

Sei z. B. die partielle Differentialgleichung mit den beiden unab- 
hängigen Variabeln 3, und z, vorgelegt 


(142.) (+1) 2-41) = 0, 


" 


- 


so lautet die transformirte Difterentialgleichung (137.) 


BI ae) 0; 


z 02 
1 Ux, 2 


\ 
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nun ist das vollständige Integral der letzteren 


AAN 0 —_ Mi, ar) 
(144.) 2, — ,+1 En z,+1 +0, 


und wenn man 2, =0 setzt, so ergiebt sich 
Be m e,% +1) 





ra Haie 
oder wenn 
C 
Ka ae 
1 ce, 


gesetzt wird, 


(145.) au = ka +l)+k(z,+1) 
als vollständiges Integral der Differentialgleichung (142.). 

Wir behaupten aber auch umgekehrt, dass, wenn das vollständige In- 
tegralsystem der Differentialgleichungen (130.) bekannt ist, daraus das voll- 
ständige Integralsystem der Differentialgleichungen (13X7.) hergeleitet werden kann. 

Sei nämlich 

[ ® rn Da a er ii) ED, 
(146.) ER, 


WR Et Zu U,, .. ea Uns 4,1, ML .. Aus .. .: As . 0 .. 4.) - # 


ein vollständiges Integralsystem der Differentialgleichungen (130.), so sind 
die Integralfunetionen 2, 2, ..., 42. als Functionen von 3, ..., 2,, 
yo .., U, aufgefasst nach den obigen Auseinandersetzungen ein Integral- 
system der Differentialgleichungen (137.); rechnet man aus diesen m Glei- 
chungen (146.) die Grössen @,,, @,, »--, @„„ aus, so dass die Gleichungen 
(146.) ersetzt werden durch 


Dill 0 Ban ac Ba Bin onen air onen Amin ro: A). = 0, 
147 0,(21, er Bus Use, Uns 4,1, et A, u—s ar. Anis er, Au) —@;, no; v, 
( .) 

0.2 ...,. Bus U, ...g4 Uns dıı m Ad, u-1r Ans AT Anu-ı) — Omu u v, 





so werden nach dem Früheren auch 


SE, . v,(2,, er Bus U, ne Us dıı, ...,; Au erg As “on. Una) — us 


( un DR 
lo. ve 0„(21, er... Bus U,, .„..;. Uns ds „".. A, 1) 9909 ds ss... Anu-ı) A u 


ein Integralsystem der Differentialgleichungen (137.) bilden. Bildet man 





2 oe RR TEL 
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nun die Funetionen 





! - ne . 
2: Bi 1.58, "r. Anl, ++ a 
2 = Audd + int +9,02 
(149.) 2 21 1 + 22 2 } 7 Im my 
62, a A 2, + An? L2, 4 Fr + am m 2, b) 


worin die 4 willkürliche Constanten bedeuten, deren Determinante nicht 
verschwindet, so werden auch diese 2, 3, ..., 2, Integralfunetionen 
des Differentialgleichungsystems (137.) sein, weil, wie unmittelbar zu sehen, 
die Ausdrücke (135.) dieselben bleiben, indem die Functionaldeterminante 
der A-Grössen herausfällt. Aus den Gleichungen (148.) und (149.) folgt 
aber, dass in den Integralfunetionen £2,, 25, . (2, die willkürlichen 
Constanten enthalten sind: 


& er m 


A|, , . . . ‚) A, u—ı x . . .. Ad 5) . . .. Ad u 1 
his .- “ .. hyms . “ .. Amts * . .. /. 
A, . Ad. 7 Aadaut ‘+ hm, us 


An = Imrut Ana + Aamnus 
deren Anzahl m(m-+u) beträgt; dieselben bilden also, wie aus der oben 
gegebenen Definition leicht hervorgeht, ein vollständiges Integralsystem 
der Differentialgleichungen (137.). 

Wir sind somit im Stande für die beiden aus einander transformirten 
Differentialgleichungsysteme das vollständige Integralsystem des einen aus dem 
andern herzuleiten. 


Sei z. B. die partielle Differentialgleichung 


- ou ou ‚ou, \” ou, 
(150.) U, — 2; e — A, — 1 — ( - 1 ) .. 


0% "0%, \ 0%, 02 
vorgelegt, deren vollständiges Integral 
(151.) u = Aus ta, +@2(2+1) 
ist, so lautet die transformirte Differentialgleichung, in welcher die ab- 
hängige Variable nicht vorkommt, 


(152) (Cr) + 


© u, 


os, 088, | os, O8, Os, \’ | 
31143, —t = (—) — | 
0%, ou 03, ou, O3, / 023, OWu 


LA) 


| 


um nun das vollständige Integral dieser Differentialgleichung zu finden. 
müssen wir nach der oben angegebenen Methode die Gleichung (151. 
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in die Form setzen 


F u, —4,,3, ei, & a 
(153.) re 


und es wird sodann nach (148.) und (149.) das vollständige Integral der 
Differentialgleichung (152.) in der Form dargestellt sein 


(154.) 22, = Au re a 


worin A, 4, A, die drei willkürlichen Constanten bedeuten. 

Nach den eben gemachten Auseinandersetzungen kann somit die 
Durchführung des oben besprochenen Verfahrens, aus dem vollständigen 
Integralsysteme eines Systemes partieller Differentialgleichungen beliebiger 
Klasse das allgemeine Integralsystem herzuleiten, auf ein solches partielles 
Ditferentialgleichungsystem irgend welcher Klasse beschränkt werden, in 
welchem die abhängigen Variabeln nicht explieite enthalten sind, da aus 
dem vollständigen Integralsysteme des einen stets das vollständige Integral- 
system des andern unmittelbar herleitbar ist; dabei muss jedoch bemerkt 
werden, dass, wenn für das ursprüngliche partielle Differentialgleichung- 
system (130.) aus dem vollständigen Integralsysteme desselben durch 
Variation der Constanten dasjenige Integralsystem wird hergeleitet werden 
sollen, welches für 3, =a die Werthe 


(U). =a co Xı(2; Bay ren Zu ’ 
(2).=a = %ı(2, 33, ra 3.) an (U,).=a = Xm(22, Ay,» - 2. 3,,) 


annimmt, worin %, rs +++, /m bestimmt gegebene Functionen bedeuten, 
aus dem nach dem Vorigen unmittelbar herleitbaren vollständigen Integral- 
systeme des Differentialgleichungsystems (137.) durch Variation der Con- 
stanten dasjenige Integralsystem wird abgeleitet werden müssen, dessen 
Elemente für 3, =a die Werthe 


(2),- 


a uU—Xı(%, 233% ung Zu), Pe (2). -a = Um —Xm(22; 23, u 3) 


annehmen, da die Integralelemente des Differentialgleiehungsystems (137.) 
gleich Null gesetzt das gesuchte Integralsystem des vorgelegten Differen- 


tialgleichungsystems liefern. 

Sei also nunmehr das vorgelegte partielle Differentialgleichungsystem 
mter Klasse mit « unabhängigen Variabeln, in welchem die m abhängigen 
Variabeln selbst nicht explieite vorkommen, 














ER Er ha RETTET TTT 
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fs . ou ou, Ou,, Ou a 
1 19 m u» 02, o) ..r.,. 02, “ .. .%4 F z, “ .. 84 F z. F “ 
(155.) 
f (z - ou, ou, Ou,, ou oe, 
m A u? ö3, u 03, wer sg 3 3, ++ 7 5, A . 





und werde nunmehr die Aufgabe gestellt, aus dem als bekannt angenommenen 
vollständigen Integralsysteme desselben 


a Be nn ne Ban > 00 Bea) tn 

a a a he a 5 
(156.) 2 ( 19 u» 11 lu—1 1 l j 2 

U, = w.(2, ...g Bus d,ı, .... G,,. | a u u 5 ds 40. © 1 u) -d u 





dasjenige Integralsystem herzuleiten, welches der Bedingung unterliegt, dass 


\ 
u/‘N 


ıR7 | (u,), =a — pı(23, Bi 000. 3 
(15 .) \ Pr . ‚ ? z 
(u). eg. (p; (2,, Bzı 0004 2 u), Ei (au “ .. = p 2, 2 


ur ..r 00 = u, 


wird, worin a ein gegebener Werth von z, ist und 9, 2 ».., 9, beliebige, 
aber bestimmt gegebene Functionen von 2, 2, ..., 3, Sind. 


Da nach den früheren Auseinandersetzungen die Grössen 


PR Pi TOR 


dA 


durch Variation der Constanten so als Integrale der Differentialgleichungen 





en N en n en a « r 
oW, oa, f ow, OAıu 1 ' ow, od, | ' : ( () ( a u 1 ( di 11 (} 
—. . ...— ee —_— >. 

nn E_ | rn : I nn jr . N ’ > E — 

oa, Org OA u—ı O:g Olimı O3, OAmu—1 Ux Us 
(158.) 

7 

nn nn nn n nn r F 

dm oa, = + Od m Oolıu -1 L N 0, Ay Od OAmu—ı OAmu (} 

a _ n_ „un - vr r K .».». u 2 N_ T ..» + + 

oa, Orga Od u -1 O2 Olmı OR, OAmu— 0% 0% 


bestimmt werden können, dass jedes Integralsystem der Differentialgleichun- 
gen (155.) sich durch Substitution der gefundenen Functionalwerthe für 


Ay -e ey Ayas mern Ay oren Amu aus den Integralformen (156.) ergiebt, so 
können wir von vornherein 





5 es ee onen Mae wann Mae ann at 
Bi a an a FRE, u, 
(159.) 
BE ln en Bus aan ann Ban 5004 By +0, Ban) 
a a a le, ..., A) 
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setzen und haben jetzt nur die Grössen 


1 1 N 
ae Ban en A ee Eu 


so als Functionen von 2, 2, -.., 3, zu bestimmen, dass den Differential- 
gleichungen 








S, E ai, u) ] da;, 
u KV 
i=12..M Oa;, 0a}, 0%. 


v=1,2,.,4—1 


„ . Anl) 
a [le I, 2) | Br 
i= 33. u dal) da‘) 02, ? 
(160.) 
s ee ee eh, Oa;, 
Fe pi Oa;, 0a;, OL 


v=12..u4—1 





> Pe Fe. A day") 
A oa”) da! m) 02, 


in welchen e=1, 2, ..., « zu setzen ist, derart genügt wird, dass 

(161.) (3), u = un ld a a Da 
wird für e=1,2,..., m; denn ist dieses der Fall, so sieht man unmittel- 
bar aus den Gleichungen (159.), dass die Functionen %,, %, ..., a, den 
dureh die Gleiehungen (157.) ausgedrückten Bedingungen genügen. 

Da aber diese Methode, wenn m >1 ist, nach den oben angestellten 
Untersuchungen wieder auf die Integration von partiellen Differentialglei- 
chungsystemen und zwar in diesem Falle noch mit den durch die Glei- 
chungen (161.) gegebenen Beschränkungen führt, so kann die Aufgabe, 
das geforderte Integralsystem aus dem vollständigen unmittelbar herzuleiten, 
nicht als lösbar bezeichnet werden, ausser in dem Falle, der auch schon 
oben in der Herleitung der Integralsysteme mit m willkürlichen Funetionen 
von je «—1 Variabelnverbindungen eine Ausnahme bildete, nämlich für 
m = 1, welchen bereits Herr Adolph Mayer behandelt hat.”) Setzt man 
nämlich, da nur die erste der Gleichungen (160.) zu befriedigen ist, 

BERN WE WR 0 RE Ow(2,..., 00(a, ..., 
de - 2 _/ ie . a nn a re 0 


0o,(a, .. 


a). DEE Ow(a, ...,) Opa, ...,) 
_- eh... 4 u? Ulf), 


u da) 





163.) 4 
(163.) da 


*) Die Liesche Integrationsmethode der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung. Mathematische Annalen Band VI. 





EEE EEE TE OT WERE STAR E57, IEyn 
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so erhält man aus diesen 2(«u—1) Gleichungen die Werthe der 2(u—1) Grössen 


(1 (1) 


u » 


und sieht zugleich aus (162.) unmittelbar, dass die Werthe von a), 
a, ..., al) für ,=ain 3, 3, -.., 2, übergehen, wie die Gleichungen 
(161.) es forderten. 

‘s mag zu den früher auseinandergesetzten Untersuchungsmethoden 
noch bemerkt werden, dass man häufig durch eine Variation der Uonstan- 
ten, wie sie dem speciellen Falle angepasst ist, aus dem vollständigen oder 
auch aus nicht vollständigen Integralsystemen neue Integralsysteme wird 
herleiten können. Seien z. B. als vollständige Integralsysteme eines Diffe- 
rentialgleichungsystems zweiter Klasse mit zwei unabhängigen Variabeln 
164.) fu = Os +au8st 0815, + 08 
Ua, = 4,374 41223443 4 022; 
gegeben, und versucht man eine Variation der Constanten, für welche «,, 
und a, Uonstanten bleiben, so sind, damit die Integralformen (164.) bei- 
behalten werden, die 4 Differentialgleichungen zu befriedigen: 





- o 
oa oda » oa od, 
2a 5, +2 Er =), 20,13, —_- +2 : V, 
- °, ’ \ O2, 03, 
(169.) & und (166.) 
oa O4, , oq,, od, 
32” +20,3, —_° = 0 3) , „ -2a.2, _ - A), 
%, 'Rr, OR, O% 





Da aus (165.) sowohl als auch aus (166.) sich die Beziehung 


(167.) 4a, -23=0 oder @u= ,,.-; 

1®; 
ergiebt, so sind nur noch die beiden gleichzeitigen partiellen Differential- 
gleichungen für a,, als abhängige und z, und z, als unabhängige Variabeln 
zu befriedigen: 


(Ba), — 2) 04, 2 2a, ‚2; 
3 Oo: 3 
(168.) vr | 
(831a1,— 2.) Zi = — 24,2: 
“) 





multiplieirt man die erste Gleichung mit dz,, die zweite mit dz,. so er- 
hält man 





(169.) 


3 i “, i ı € > 
(83; a1, — 2; ‚da, — ı2 d3,+2a,,2:d2; - 0). 
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und man sieht sogleich, dass für diese Gleichung die Bedingung der Inte- 
grabilität 
.) 2/< Du 22, 
20,2: (24sja}, + 2 


1 





u SIR: 5? 
) u (22438) + Ba) = 0 
u | 


identisch erfüllt wird; es werden sich somit nach bekannten Regeln a«,,, 
also nach (167.) auch a, als Functionen von z, und z, in der Form be- 
stimmen lassen 


f 
Aı=Vıl2, 32, 6), Anm Wild, 22, 6), 
worin e eine willkürliche Constante bedeutet. 


Heidelberg im Januar 1891. 
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Elementare Construction der Figur dreier in 
> 
desmischer Lage befindlichen Tetraeder. 


(Von H. Schroeter in Breslau.) 


Obgleich die Figur dreier in desmischer Lage befindlichen Tetraeder, 
welche bei geometrischen Untersuchungen verschiedener Art sich darbietet, 
schon mehrfach untersucht worden ist*), scheint ihre durchaus elementare 
Construction und die Herleitung ihres Zusammenhanges doch nicht in der 
einfachsten und leicht übersehbaren Darstellung gegeben zu sein, welche 
ein nochmaliges Zurückkommen auf diese interessante Figur im Raume als 
unnöthig erscheinen liesse, zumal die im Folgenden gegebene Herleitung 
an eine Auffassung des räumlichen Fünfecks anknüpft, welche analog ist 
bekannten Eigenschaften des vollständigen ebenen Vierecks und Anlass 
bietet zu weiteren Untersuchungen der räumlichen Figur, auf welche hier 
vorläufig nicht eingegangen werden soll. (Siehe die unten angeführte Ar- 
beit von ©. Hermes.) 

1. Nimmt man von fünf Punkten im Raume, von denen keine drei 
in gerader Linie und keine vier in einer Ebene liegen, vier als die KEeken 
eines Teetraeders A, A;A,A, heraus, so lassen sich durch den fünften übrig- 
bleibenden Punkt 3, drei solche Strahlen ziehen, die jedem der drei Paare 


*) €. Stephanos: Sur les systemes desmiques de trois tetraedres (Bulletin des 
sciences mathematiques, Paris 1579, 2. Serie, Tome Ill.).. L. Cremona: Teoremi stereo- 
metrici, dai quali si deducono le proprieta dell’ esagrammo di Pascal (R. Accad. dei 
Lincei 1577). H. Schroeter: Einige Sätze über das Tetraeder (Tageblatt der Naturforscher- 
Vers. zu Baden-Baden 1879). H. Schroeter: Ueber eine Raumcurve vierter Ordnung 
und erster Species (dieses Journal Bd. 93 S. 169, 1582). ©. Hermes: Das Fünftlach und Fünf- 
eck im Raume etc. (ebenda Bd. 56 S. 247, 1859). ©. Schlömilch: Zeitschrift für Mathe- 
matik und Physik Jahrg. 27 (1882) „‚Kleinere Mittheilungen‘ Art. AXIV u. XXV und Bemer- 
kung von H. Schroeter S. 380. L. Klug: Ueber mehrfach perspective Tetraeder (Hoppes 
Archiv für Mathematik u. Physik 2te Reihe, Bd. 6 S. 93, 1587). E. Hess: Beiträge zur Theorie 
der mehrfach perspectiven Dreiecke und Tetraeder (Math. Annalen Bd. 25, S. 167, 1556). 
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Gegenkanten des Tetraeders begegnen, und zu diesen sechs Punkten auf 
den Tetraederkanten lassen sich die zugeordneten vierten harmonischen 
Punkte rücksichtlich des Paares von Tetraederecken ermitteln; wir er- 
halten hierdurch auf den Tetraederkanten 12 Punkte, die wir so bezeichnen: 





BAU], EM) = a. 
BU), [UA] = 0. 
BUN], A) = b,, 
BAU), [UM ) = b,, 
BAU], UA) = 0 
(BU), EU) = 6. 


(AUA,a,a;) = —1, 
AUA:.0a,) = —1, 
(AUYA,b,b;) = —1, 
(AU,N;b,b,) = —1, 
Acc) = —-1. 
MUAoc) = —l. 


Die hierdurch erhaltenen zwölf Punkte: 
0,050, b,b,b;b,, 

welche paarweise auf den sechs Kanten des Tetraeders AU, A,A;A, liegen, 
stehen in mehrfachem eigenthümlichen Zusammenhange unter einander, den 
wir in folgender Weise leicht erkennen: 

Trifft nämlich der Verbindungsstrahl |B,A,| die Ebene [U A:A;] in 
einem Punkte ©, so sind die Schnittpunkte: 

(SU, AN;) = u, (SA, HA) = db, (SU, AU) = 0, 

und die ihnen zugeordneten vierten harmonischen Punkte rücksichtlich jedes 


(,6503G;, 


Tetraederecken-Paares: 

Er 
solche sechs Punkte in der Ebene [SA,W;] liegen bekanntlich zu je 
dreien auf vier Geraden, den Seiten eines vollständigen Vierseits, nämlich: 


la,b;c,| Ia,b;c;| a,b; c;,| u,b,a|; 
in gleicher Weise finden wir die vier Geraden: 

abc) mb) Iuvbc) uber]; 
ferner ebenso: 

abs; Jude) bc) |;b46;|, 
und endlich: 

abc) Judo) Ib, ja;b;e;|. 








Wir erhalten hierdurch 16 Gerade, auf welchen die 12 Punkte a,b;e; @=1, 
2, 3, 4) zu je dreien auf folgende Weise liegen: 





ab Ib Ib 
1, Ib) abc) |a;b;c| Jaub;e;]| 
abo! abe) vb Iuub;6;| 
lab;c| Jade) Ib] |a,b;c,). 
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Aus dieser Lagenbeziehung der 12 Punkte a,b,c, @=1,2,3,4) geht her- 
vor, dass die drei Tetraeder, deren Ecken: 

vea. BEER  Goab 
sind, sich in desmischer Lage befinden: d.h. je zwei derselben liegen auf vier- 
fache Weise perspectiv, und die vier Perspectivitäts-Centra sind die Ecken 
des dritten Tetraeders. 

Wir erkennen dies am anschaulichsten, wenn wir die Ecken zweier 
Tetraeder unter einander stellen, deren Verbindungsstrahlen durch einen 
Punkt laufen und dieses Perspectivitäts-Centrum darunter setzen, also so 
schreiben: 





b,b,b,b, b,b,b,b, b, b, b,b, b,b, D, b, 

EELR Ber: TEL ELLE 
q, A, Q, A, 

tt, uGGt, u6Gt, Gt, 

(1,.) Q,a,a,a, a,a,a,a, a,a,a,a, ,a,a,a, 
b, D, b, D, 

0,0,a,q, 0,4,a,A, 0,0,0,q, 0, 0,A,qA, 

b,b,b,b, b,b,b,b, b,b,b,b, b,b,b,b, 
c, C, C. c 


2 3 

2. Umgekehrt lassen sich die vier Ecken des ursprünglichen 
Tetraederss WA,A;A, ausdrücken als die Schnittpunkte gewisser Kanten 
der drei in desmischer Lage befindlichen Tetraeder a,a,a,a,, b,b,b,b,, &6t;. 
nämlich: 


l 


A, (A, (4, b > b, 4 C, &%) . 
A, — (ds (; " b, b, . (> (). 
U; 


A, =— (A,d;, b, b,. C; C;). 


(a.) 


u 


(4,Q;, b2b,, 626), 





und auch ®, erscheint als der Schnittpunkt der drei Strahlen ja,a;|, !b,b,|, 
Itıc,l. Ebenso lassen sich noch weitere je drei Kanten der drei desmischen 
Tetraeder zusammenstellen, die durch einen neuen Punkt laufen. Da sich 
nämlich nach (1.) die beiden Geraden 'a,b;c,| und |a,b,c,) in dem Punkte 
c, schneiden, so liegen die vier Punkte a,a,b,b, in einer Ebene; aus gleichem 
Grunde liegen auch a,a,sc;e, in einer Ebene und auch b,6b;c;c, in einer 
Ebene. Diese drei Ebenen sind aber verschieden von einander und schneiden 
sich daher in einem Punkte, durch welchen die drei Schnittlinien je zweier 
derselben hindurchgehen müssen, also schneiden sich die drei Geraden 


kan ak hear ren RITTER 
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a2], [b3b;|, |ese,| in einem Punkte, den wir ®, nennen wollen; in gleicher 
Weise erhalten wir noch zwei weitere Punkte ®,, ®,. also im Ganzen als 
Schnittpunkte je dreier Geraden: 


2 
Je 
| 


Dd, = (01%, b,b2, Cı62), 
) 


>, = (A3A,, b,b,, (364), 
\, = (A30;. b,b,. Ca). 


4 


| 


(ad, b,b,, 3c,), 


ee 
z 


PR 





Wir sehen aber auch weiter, weil sich die beiden Geraden |a,b;c;| 
und |azb;c,| in dem Punkte c, schneiden, dass die vier Punkte a,a,b,b, in 
einer Ebene liegen müssen; aus gleichem Grunde liegen auch a,4,6;c, in 
einer Ebene und auch b,b,c,c, in einer Ebene. Diese drei Ebenen sind 
aber verschieden von einander und schneiden sich daher in einem Punkte, 
dureh welchen die drei Schnittlinien je zweier derselben hindurchgehen 
missen, also schneiden sich die drei Geraden |aa;|, |bb;|, || in einem 
Punkte, den wir 6, nennen wollen; in gleicher Weise erhalten wir noch 
weitere drei Punkte, die wir in folgender Weise bezeichnen: 

6, = (9, bb;, 6), 
6, = (0,0;, b,b,, cc,), 
G; = (010, b.b;, c,6,), 
& = (au; 5b, 66). 


(e) 





Wir haben durch die Tabellen (b.) und (e.) zu den ursprünglich ange- 
nommenen fünf Punkten WAMAA,B, sieben neue Punkte gefunden, also 
im Ganzen 12 Punkte, die sich zu drei Teetraedern als Ecken zusammen- 
setzen lassen: 
WAL, BGBBB, GGG, 
und diese drei Tretraeder befinden sich wiederum in» desmischer Lage, wie 
wir in folgender Weise erkennen: 
Betrachten wir nämlich die beiden Ebenen: 
[a,a.0,] und [b,b,b,], 
so liegen auf ihrer Schnittlinie die Schnittpunkte der drei Ebenen: 


[a.0,b,b,], [amb,b,], [a,a,b,b;] 


mit ihr: diese sind aber: 


x 
ua) 


A,, 1) G.. 














Auf diese Weise finden wir 


enthält, nämlich: 


(IH) 





Bl Si 


1x2 





ABG AUBG;| 
5 |UB,6,| 
IA,B, 6,| 
und sehen hieraus, dass die drei neuen 
A, 
sich in desmischer Lage befinden, 
Weise perspectiv liegen und die vier 


Ecken des dritten Teetraeders sind, 


Axt 





A,B,6;| 
IU,BG,| 
BG) IB,G;| 
WB] BG; 


\ y si ı yı Si 
, As, N, 3, Dr 


Weise so schreiben können: 


(Ila.) 


nämlich: 


(A.) 


ferner: 


(B.) 





B,D,B,D, 


&,6,6,6, 


J 
1 

CAS \ 

G.C,C,E, 


AAA,A, 


AAAA, 


3,8,8,8, 


6 
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1, 0,d;d,, 
ausdrücken lassen als die Schnittpunkte 
in desmischer Lage befindlichen Tet 
AUA,A;I 





BBBB, BBBPB, 
G,6,6,E, GE GE, 
A, %, 
GC,C,E, ARKG 


AAAA, AAAA, 


B, B, 

AAAA  AALAA 

B,BBB, BBBL, 
G, G 


Wir sehen nun aus den Tabellen (a.), 
gekehrt, wie sich die Ecken der drei 


Tetraeder: 


b,b,b,b,. 


'aeder: 
A DaF N, „, 9 


= (HU, BB, 66), 
r = AN, DB, C,®,), 
u = AA, BD, ©, &:), 
u = (UN, DB, 86,), 
b, = UA, BB, &6C,). 
b, non (A, ? ;, YD;, 5,6;) 
s, > (U DD, &&;) 
d, = (Ad DB, &6;) 


Heft 4. 


folgende 16 Geraden, 





Tetraeder: 
5,6,6,6, 


indem je zwei derselben in vierfacher 


gewisser Kanten der 
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deren jede drei Punkte 


Y Sy (5, 


40 


'AB,G, 
BG, 


IA,DB,6 


Perspectivitätscentra allemal die 
was wir in 


der früher angegebenen 


ANRNRS 
BD D,D, .d, 
EEE, 

\) 

N, 
6,6,6,6, 
A AAN 

B. 
NVA 9 
AA,aA N, 
B,B,8,B 


(b.), (e.) in 2. auch um- 


Cılalzlı 


drei neuen 


5,8,6,6,. 


a cr aaa ar LE CIE ELITE TA DARSAA EA 
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und endlieh: 


I 


UN, BB, 66;), 

. = AN; , BB, 6,6,). 

= AN, YD;, 6,64), 

Ci = (UNl;, BD;. 6,6;). 

Aus diesen drei Tabellen (A.), (B.), (C.) ergeben sich ebenso wie aus den 
früheren (a.), (b.), (c.) die Identitäten zwischen den Tetraederkanten aus den 
beiden Gruppen von je drei in desmischer Lage befindlichen Tetraedern, 
zu denen wir gelangt sind: 4,9%4a,, b,b,b;b,, 1oGL und WEAN, 
YUDD,, 6,66,6,, nämlich: 


(©) 





anj=|BB| Jun! |WAU jun] = |&6;|, 
sa|=|BB| Jua| = | UM || = |6,6;|, 
bb) =|BB| |bb| = WA bb, = |66;|, 
bb|=|B%| bb) =|UG| [eb > |6,6;]|, 
vol=|BB| Jasl Es | UM] Ja cl = |], 
sl EIBB| Jes| = UN] je] = ||. 


Ebenso wie wir oben (in 1.) gesehen haben, dass bei dem ursprünglichen 

Tetraeder WAA;A, auf jeder der sechs Kanten das Paar Tetraeder- 

Ecken harmonisch getrennt wird durch die Schnittpunkte mit einem Paar 

Gegenkanten aus den drei in desmischer Lage befindlichen Tetraedern: 
0,0.0;04, b,b,b;b,, CıCol3C4, 


so dass also die Doppelverhältnisse den harmonischen Werth —1 besitzen: 


A,Moaa) = —1, 
AUA,aa) = —1, 
AUN;b,b,) = —1, 
(AUAb,b,) = —1, 
MA oc) = —1, 
Aa) = —1 


zeigt sich nun auch ein gleiches Verhalten bei den beiden andern Tetraedern: 
ABPBPR, und &,&6,6;; 


da nämlich (nach Tabelle (A.)) die vier Punkte: 


Ma Di 
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auf einer Geraden liegen und ebenso die vier Punkte a,. a;, I1,. W,. letztere 
noch dazu harmonisch sind, da ferner beide Geraden den Punkt a, 
schaftlich haben und die drei Verbindungsstrahlen: 


gemein- 
90, Bl [BU 
sich in einem und demselben Punkte 6, schneiden, so sind auch die vier 


x 


Punkte a,, a, B,, B, harmonisch gelegen, also das Doppelverhältniss: 


; BBan) = —l. 
In dieser Weise finden wir die folgenden harmonischen Beziehungen: 
BRBar) = —1. 
BB,aa,) = —l. 
B.b,b) = —1l, 
BBbb) = —1, 
DD El, 
BB) = —| 
und auf den sechs Kanten des dritten Teetraeders: 
6,6504) = —1. 
(6,6,a,0,) = —1l, 
(6,6&;5,5,) = —1, 
(6,6,b,b,) —1, 
(8,6,66;) —1. 
0,63 6, 6,) —1. 


Aus diesen drei letzteren harmonischen Beziehungen ergiebt sich nun eine 
zweite ebenso einfache Construction, um von den ursprünglich angenom- 
menen fünf Punkten im Raume, die in die Teetraedereeken A, MAL, und 
den einzeln stehenden fünften Punkt ®, getheilt waren, zu den drei Punkten 
Y,D,B, direet zu gelangen: 

Man ziehe nämlich durch B, diejenige Gerade, welche dem Gegen- 
kantenpaar |A,A,| und |A,A,| in a, und a, begegnet, und bestimme den 
vierten harmonischen Punkt ®, so, dass: 

dB) = —1 
ist; ebenso ziehe man durch ®B, diejenige Gerade, welche dem Gegen- 
kantenpaar |U,4,| und |A,A,| in b, und b, begegnet, und bestimme den 
vierten harmonischen Punkt 3, so, dass: 


3 


(d,6,8,8B,) = —1 


I 


BE Er rt 1 ara re a RT EL ET RT ET 
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ist; endlich “ziehe man durch 9, diejenige Gerade, welche dem Gegen- 
kantenpaar |A,A,| und |UA;| in c, und c, begegnet, und bestimme den 
vierten harmonischen Punkt 3, so, dass: 

(BB) = — 1 
ist; alsdann erhält man das zweite Tetraeder: 

BHBB,, 

welches mit dem ersten gegebenen A,AA;YA, auf vierfache Weise per- 
spective Lage hat, und die vier Perspectivitäts-Centra sind die Ecken eines 
dritten 'Tetraeders 6,6,6,6, (Tab. lla.), welebes in Verbindung mit den 
beiden ersten die desmische Lage der drei Tetraeder darstellt. 

Wir bemerken noch, was selbstverständlich ist, dass man bei den 
drei in desmischer Lage befindlichen Teetraedern von den vier Ecken eines 
jeden derselben und einer Ecke eines zweiten als fünftem Punkte ausgehen 
kann und durch die gleiche Construction die Vervollständigung der ganzen 
Figur erlangt. 

4. Wir haben bisher in den beiden Gruppen von je drei in des- 
mischer Lage befindlichen Tetraedern: 

AWAUAA, BBBB, G&8;6,;, 
4.0; BU 


zu denen wir gelangt sind, nicht allein den Zusammenhang ermittelt, in 
welchem bei jeder einzelnen Gruppe die Ecken und Kanten der drei T'etra- 
eder mit einander stehen, sondern auch die Identität nachgewiesen zwischen 
den Tetraederkanten der einen und der anderen Gruppe und die harmonische 
Lage der auf diesen gemeinsamen Tetraederkanten befindlichen Paare von 
Teetraedereeken aus den beiden verschiedenen Gruppen. Wir gehen jetzt 
dazu über, die Seitenflächen der beiden Tetraedergruppen einzuführen und 
ihren Zusammenhang aufzusuchen, der sich zu einer ähnlichen Beziehung 
gestaltet. 

Wir bezeichnen in jedem der sechs Teetraeder die einer Ecke gegen- 
überliegende Seitenfläche durch den analogen (mit gleichem Index ver- 
sehenen) griechischen Buchstaben, nämlich: 

= [0.034;]. PB, = [b,b; b,], ys- [6 (36;], 
= [a,0;0;], P3 = [b,b; b,]. = [6165 ;], 
,=[,%:4, A=[bbh) nel, 
u4> (0,00; ], Ps a" [b,b,b;|, Yı = [66 3]; 
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A, = UA; U; ]. IB; , 7 =[66;,6], 
A=-UAU, B=-BBB), = [GG], 
A, = [UA:N;], [ h, 5=[6&6&], 
A=-[UAQ], B,=-[BDB], 7=[88&6;]. 

Zwischen diesen 24 Ebenen besteht ein analoger Zusammenhang wie 
zwischen den 24 Ecken der sechs T'etraeder. Wir sehen nämlich aus der 

Tabelle (II.) in 2., dass die vier Geraden: 
UBE|, UBE, MUBE| IMB,E: 
sich als die vier Seiten eines vollständigen ebenen Vierseits auffassen lassen, 
von dem die drei Paare Gegenecken sind: 
Y, und MW. 9%, und W,, 6, und G:;: 

die drei Diagonalen des Vierseits: 

UR, IB, 186] 
schneiden sich in den drei Diagonalpunkten, und diese sind nach Tab. (A.) 
die Punkte a,, a, a, und liegen in der Ebene «,; wir haben also in dieser 
Ebene 9 Punkte: die drei Paare Gegenecken und die drei Diagonalpunkte 
eines vollständigen Vierseits, dessen Seiten den 16 Geraden der Tab. (II.) 
angehören. Solcher vollständigen Vierseite können wir auf diese Weise 12 
zusammenstellen, nämlich: 


Vollständige ebene Vierseite 


mit den drei Paaren Gegenecken: den Diagonalpunkten: in der Ebene: 
Au Did 8, 8,, d;(;. a, 
WA, Bd, GE, d,d;d,, = 
ud DD &E,, 1,0:4;, je 
A Di, &,B,, 1,005. 0. 
AA DB BC; b,b,b,. Bi; 
UA BB: 6, b,b,b,, B;. 
AN, DD SE, b,b,b,. vB 
uän Od 6, b,b,b;, ER 
UL, BB, © 6,, (26364, Y 
UA BB, &B;, ou. y 
20 DD 6, Lu Y 
A Bd, SG, tat Y 





art a ai ra ER RATTE BAR TEAETL 
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Hiernach erscheinen also in jeder Seitenfläche eines der in desmischer Lage 
befindlichen Tetraeder: 
Al, bib5b;b,, C,C565t, 
die drei in ihr enthaltenen Kanten als die drei Diagonalen eines vollstän- 
digen ebenen Vierseits, dessen drei Paar Gegenecken gewisse sechs Ecken 
der anderen Gruppe der drei in desmischer Lage befindlichen Tetraeder: 
WVWAUHAU, BBBB, GGG, 
sind. Wir sehen hieraus, da die Ebene «, die drei Punkte W,, ®,. 6, ent- 
hält, welche in einer Geraden liegen (nach (Il.)), da auch die Ebene 2, 
dieselben drei Punkte enthält, und endlich auch die Ebene y,, dass noth- 
wendig die drei Ebenen: 
%, Pi 74 
sich in einer und derselben Geraden schneiden müssen, welche mit der 
Geraden |A,B,6,) identisch ist. 
So zeigt sich, dass die 12 Ebenen: 
/ [ 2 / A nr.A 
0,0504, laPsßr;, 7172737: 
sich zu je dreien in 16 Geraden schneiden, nämlich: 
| a A A [FA 
pr, Ießıyl Ißıyl Jaßıyıl, 
) A | A I - / . 
la, P2Y3]|, InPry.l, le; %Yıl, le,Paryal, 
2» | 
, 2, 93%, 
| | 


, 0,3%; 5 
a fe | da 
|, 3472|. | 473, ußıyal, 


(I11.) 


\ / 








la, ßsYal, In, PsY\ 


I 
l 





Bo 
&ıldaYı 


und dass diese 16 Geraden mit den 16 Geraden der Tab. (IL) identisch 
sind, aber in gewisser anderer Anordnung. 

Wir schliessen hieraus, dass die 12 Seitenflächen dreier in desmischer 
Lage befindlichen Tetraeder eine dualistisch gegenüberstehende Eigenschaft 
aufweisen, wie die 12 Ecken derselben; nämlich perspective Lage zweier 
T'etraeder nennt man bekanntlich eine solche, dass die vier Ecken des einen 
in gewisser Weise mit den vier Ecken des andern verbunden, vier Strahlen 
liefern, die durch einen Punkt (Perspectivitäts-Centrum) laufen. Nennen 
wir nun complanare Lage zweier Tetraeder*) eine solche, dass die vier 
Seitentlächen des einen in gewisser Weise von den vier Seitenflächen des 


*) Hess, a. a. O. S. 212. — Perspective Tetraeder sind bekanntlich immer complanar. 
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andern in vier Geraden durchschnitten werden, die in einer Ebene liegen, 
so lässt sich Folgendes aus der Tabelle (III.) ablesen: 

Wenn man von drei in desmischer Lage befindlichen Tetraedern irgend 
zwei herausnimmt, so erkennt man, dass dieselben in vierfacher Weise com- 
planar sind. und dass die vier Ebenen, welche diese Lage liefert, die vier 
Seitenflächen des dritten Tetraeders sind. 

Hierzu tritt nun noch der eigenthümliche Umstand, dass bei Aut- 
fassung der complanaren Lage der desmischen Tetraeder: 


1,0,l;Q,. b,b,b,b,, (lylzlz 


dieselben 16 Geraden als Durcehsehnittslinien von Seitenflächen auftreten. 
wie bei perspectiver Lage der drei andern Tetraeder 


AUHAMAU, BUEBB, 66,6, 


die Verbindungsstrahlen von 'Tetraeder-Eeken, welche nach den Perspecti- 
vitätscentren laufen. Diese Identität wollen wir noch nachträglich beifügen: 


a, PıYa AUD,G, . 0%ß1Y; U,D,6; 
aß2YBl E ÜUB,E, ImP2Y ADB,G;|, 
0,3%» == [U,B;6;|, 0/9371 AU,D;,G6, 
0,9471 | un . 0,9,Y> AUD:6;|, 
re UBE|, pr) = WB,E 
ty EUBS, IuPrYr ABB; |. 
0,9374| = BG,  ßrys A,DB,6 
03,7 3ı = U,D,6 , 0,D,Y4 A,D,0,|. 


- 


5. Wir können nun andererseits in gleicher Weise, wie wir in 


a 


von den 12 Eeken der drei in desmischer Lage befindlichen Tetraeder: 


ef 


ausgegangen sind, die andere Gruppe der drei in desmischer Lage befind- 
lichen Tetraeder: 


04,%0;0,, 5,0.8;D,, C,lalyc, 


zum Ausgangspunkt wählen und erkennen aus der Tabelle (I.) in 1., 
die vier Geraden: 


ÜASS 


IbıC4l, IM dscal, IAsdıCal, (Qsb;C 





re NEE IT RR 
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sich als die vier Seiten eines vollständigen ebenen Vierseits auffassen lassen, 
von dem die drei Paare Gegenecken: 


a, und a, b, und b, © und c,, 
die Diagonalen: 
‚A, $) ‚bb; b) FR 


und die Diagonalpunkte nach Tabelle (a.): 

U, U, U, 
sind, dessen Ebene 4, ist. Wir haben also in dieser Ebene neun Punkte: 
die drei Paare Gegenecken und die drei Diagonalpunkte eines vollständigen 
Vierseits, dessen vier Seiten den 16 Geraden der Tabelle (1.) angehören. 


Solcher vollständigen Vierseite können wir in der angegebenen Weise 12 
zusammenstellen, nämlich: 


Vollständige ebene Vierseite 
mit den drei Paaren Gegenecken: den Diagonalpunkten: in der Ebene: 





En, AA,N,;, A, 
003, bb, 6, UAU;A,, A,, 
u. Bi: a6, AAN, , 4, 
004, BD, 126, AAN; , 4A, 
(sl, BD, GG, FR,N,, B.. 
0, Dub, 6%, FR, B,, 
u. BEE RN B,;. 
6, BB YD,B,, B,, 
u. Bi, 6,6,6, B%; 
40, 6,5, 06, 6,6,6, N, 
0, DD... 6, 68,8,6,. Fi 
00, : BB, tik; 5,6,6;, E 


Hiernach erscheinen in jeder Seitenfläche eines der drei in desmischer Lage 
befindlichen Tetraeder: 


WÜUUAU BBBDB, GGG, 
die drei in ihr enthaltenen Kanten als die drei Diagonalen eines vollstän- 
digen ebenen Vierseits, dessen drei Paare Gegenecken gewisse sechs Ecken 
der andern Gruppe von drei in desmischer Lage befindlichen Tetraedern: 
0 BRD ee 
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sind. Wir sehen hieraus, da die Ebene 4, die Punkte a,b,c, enthält, welche 
in einer Geraden liegen nach Tabelle (I.), und da auch die Ebene RB, und 
die Ebene 7’, dieselben drei Punkte enthält, dass nothwendig die drei Ebenen: 
ir 

sich in einer und derselben Geraden schneiden missen. welehe mit der 
(seraden a,b,c, identisch ist. 

In soleher Weise erhalten wir 16 Gerade, in welchen sich die 
12 Ebenen: 

a BERE FLELT., 

zu je dreien durehschneiden, nämlich: 
Zur JZBEl IB VAR, 
Zr ie ARE HABE 
ABT,), |4BT|, ABI, |ABT.|, 
ABT), I4BT;\, |4BT,, |4BT 


IN 
(IV.) 





und diese 16 Geraden sind identisch mit denjenigen der Tabelle (1.), aber 
in gewisser anderer Anordnung, nämlich: 

4BT,)=|ub«|, |4BT,= abo), 

A, BT, = a,b, 6, & A, BE, 1;D,C;, |, 

A, ii = a,0,6, i A; nF, a,b;e, . 

AB,T| = iabu|, |4B,T;, a, b.c; |. 

ABT,)=|abcl, |4BT|=|ab,;c). 

AB T | =|ab,c|, I4B.T;,| = a,b;0|, 

"4B;T, nn, Al 0,b,c,|, 

AB, T;,\| = 0b], /4B,T| = \ube,|. 
Ebenso sind von den drei in desmischer Lage befindlichen Tetraedern: 

WWÄUUEU, BGBBDB, 6, 
je zwei complanar, und zwar auf vierfache Weise, und die Ebenen, zu 
welchen diese Lage führt, bilden die Seitenflächen des dritten Tetraeders. 
Dabei sind die 16 Geraden, welche als Durehschnittslinien von Seitentlächen 
der T'etraeder auftreten, identisch mit den 16 Geraden, welche als Verbin- 
dungsstrahlen von Tetraederecken der andern Gruppe desmischer Tetraeder: 
ss 9,500 Clarke 

auftreten (Tabelle 1.). 
Journal für Mathematik Bd. CIX. Heft 4. 
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6. Aus der gleichzeitigen perspectiven und eomplanaren Lage er- 
geben sich nun auch zwei weitere Constructionen von Tetraedern in des- 
mischer Lage, die anstatt von fünf Punkten im Raume, wie anfangs (1.), 
von fünf Ebenen im Raume ihren Ausgang nehmen. 

Gehen wir nämlich von dem Tetraeder U,MA,A, aus, dessen Seiten- 
flächen .4,4,4,4, sind, so lassen sich die Kanten desselben in doppelter 
Weise ausdrücken: 


A, A; —— AA, “ A, A; —— OR D) A, A, ——— ANY; b) 


| 


Die Ebene A, = [|B,B,%,] schneidet aber die Teetraederkante A,W, 
im Punkte a, und die Gegenkante A,A, in a, (nach Tab. (A.)), folglich 
ist asa, die Verbindungslinie der beiden Punkte, in welchen die Ebene 
RB, den beiden Tetraederkanten 4,4 und 4,4, begegnet. Wir können 
nun durch diese Gerade asa, die Ebene durchlegen [aza,l, A;], welche 
nach der Tabelle auf Seite 349 nichts anderes ist als «,, sodann die Ebene 
4,0, 21; ,], welche identisch ist mit «,, und drittens die Ebene B,; dann 
ist die vierte harmonische, zu B, zugeordnete Ebene dieses Büschels B,, 
weil nach der Tabelle auf Seite 352 auch B, durch a;a, geht und die vier 


Ebenen: 


a,0,B,B, 
bez. durch die vier Punkte: 

UDD, 
laufen, welche auf einer Geraden harmonisch gelegen sind (S. 347); folg- 
lich müssen auch die vier Ebenen harmonisch liegen, so dass (@,@, BB) = —1 


ist. Hieraus folgt die einfache Construction von B, aus den fünf gegebenen 
Ebenen 4,.4,4,A,B,, und in gleicher Weise erhalten wir die Ebenen B, 


und B, aus den harmonischen Beziehungen: 

(ABB B)=—, (yyBB)=—l. 
Die Construction einer Gruppe desmischer Tetraeder lässt sich nun in fol- 
sender Weise angeben: 

Nimmt man im Raume fünf beliebige Ebenen an, von denen keine 
drei sieh in derselben Geraden schneiden, keine vier durch denselben Punkt 
sehen, und wählt beliebige vier dieser Ebenen zu den Seitenflächen eines 
Tetraeders -4,.1,4,4,, so schneidet die fünfte Ebene 5, jedes Paar Gegen- 

















Schroeter, Construction dreier in desmischer Lage befindlichen Tetraeder. 355 


kanten des Teetraeders in einem Punktepaar, nämlich: 

A,A nn % | 

Ai 

AA BB 

A,4, in b,J' 

Ad € | 

A4)| in 0J 
Legt man nun durch jede der drei in der Ebene B, enthaltenen Geraden 
A304 , b;b, , ce, das Ebenenpaar, welches die beiden Gegenkanten des 
Tetraeders enthält, die dieser Geraden begegnen: 


durch a,a, die Ebenen «,, «,. 


N b,b, - - Be: ar 
- (36; - - Ya Yı 
und construirt die zu B, zugeordnete vierte harmonische Ebene. so dass: 
(BB) = —l, 
(#,%B,B;) = —l, 
y,9:BB) = —1 


wird, dann erhält man drei neue Ebenen B,B,B,, welche mit RB, zusammen 
die vier Seitenflächen eines zweiten Tetraeders B,B,B,B, bilden: diese 
beiden Tetraeder haben auf vierfache Weise complanare Lage, d. h. die vier 
Schnittlinien entsprechender Ebenen liegen selbst in einer neuen Ebene: 
A, A,A,A, A A4,4,4, A A,A, A, A,A,A,A, 
BBBB BBBB, BBBB, BB,B,B 
rn Tr r r 
und 7\/;T',T‘, erscheinen als die vier Seitenflächen des dritten Tetraeders. 
welches mit den beiden ersten eine Gruppe von drei Tetraedern in des- 
mischer Lage liefert, die gleichzeitig beide Eigenschaften der vierfachen 
complanaren und perspectiven Lage je zweier derselben in sich vereinigt. 
Diese Construction steht der in 3. gegebenen dualistisch gegenüber. Zur 
Vervollständigung der gefundenen harmonischen Beziehungen der Seiten- 
flächen der in Betracht kommenden Tetraeder zu einander bemerken wir 
noch Folgendes: 
Da die vier Punkte A,A;,a,a, auf einer Geraden liegen, da ferner 
UA| = |)44| und |aa,|= |e,c,| ist, so gehen auch die vier Ebenen 
45 * 








356  Schroeter, Construction dreier in desmischer Lage befindlichen Tetraeder. 


A,A,o,e, durch eine und dieselbe Gerade und bilden ein Ebenenbüschel 
von vier Ebenen, die einander harmonisch trennen, weil sie bez. durch die 
vier Punkte A,A;a;a, gehen, die selbst auf einer Geraden liegen und ein- 
ander harmonisch trennen; also erhalten wir: 


(4,4A,0,06) = —1. 
In gleicher Weise gelangen wir zu den übrigen harmonischen Beziehungen 
zwischen je vier Ebenen und haben: 
AAaa)=—l, (BBan)=—l (I, T,00)= —1, 
(4,Aa6)=—l, (BBboaa)=—l (BRT,oo)=—l, 
(AABB)=—, (BBßBßR)=—, (DRRß)=—1, 
(4AßPP)=—-h, (BB PBP)=—- (BTPP)=-. 
AAyy)=-h BByy)=-Lh Dlyy)=-I, 
Adyy) = (BByy) =-L, (Blyy)=-l. 


! 


Vermittelst dieser harmonischen Beziehungen ergiebt sich nun auch die 
kürzeste Construction der zweiten Gruppe von drei in desmischer Lage be- 
findliehen Tetraedern mit den Seitenflächen: 


i Dj I 9 
0,0030, PrdaPsPh; 71727374: 


wenn wir als gegeben die fünf Ebenen -4,.4,4,4, und B, annehmen; eine 
Construction, die dual gegenübersteht derjenigen, von welcher wir in (1.) 
zu dieser Gruppe von Tetraedern in desmischer Lage gelangten. Die Con- 
struetion ist folgende: Man bestimme den Schnittpunkt der drei Ebenen 
(B,A, 4) = a, und verbinde ihn mit der Schnittlinie der beiden Ebenen 
AA, zZ UN; = 0,04 durch eine Ebene [a,a;a,], welche nichts anderes 


ist. als die Ebene «,; auf diese Weise finden wir zunächst die sechs 


Ebenen: 


oo = [(BAA,), 14,4, ] 
a, = [(B,AA,), AA: 
B = [(BAA4), AA], 
ß, = [BAA,), AA], 
yv, = [(BAA) AA] 
Y = [(B AA) 1445|], 











und zu diesen 6 Ebenen treten durch die harmonischen Beziehungen: 


(A; A,0, 05) 
(A, A20,0,) 
(ArAPıP3) 
(A,A;P>P4) 
(A, AsyıYy3) 
(A, AsY2Y4) 
die sechs übrigen Ebenen 0,0,9,/,737: 


erhalten: 


’J) 
) 


” 
[I1/ | 


+) 
j I 


0,0,0L,0,, 


Breslau, im November 1891. 
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x 
= —1, 


= —1, 


als construirbar hinzu. so dass wir 
die 12 Seitenflächen der drei in desmischer Lage befindlichen Tetraeder 


’J 
3/4» 









14249 34 $° 
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Heinrich Schröter. 


Die Jahreswende von 1891 zu 1892 ist für die deutsche Mathematik 
verhängnissvoll gewesen; kaum war die Kunde von dem nach kurzer 
Krankheit erfolgten Tode Kroneckers erklungen, als ihr die Nachricht folgte, 
dass am 3. Januar des neuen Jahres auch Schröter, nach längerer Krank- 
heit, dahingeschieden sei. Seit dem September 1890, wo er von einer 
Lähmung betroffen wurde, war er leidend, aber doch noch bis zum Herbste 
des vergangenen Jahres geistig frisch und wissenschaftlich thätig. 

Am 8. Januar 1829 in Königsberg geboren, ist er kurz vor voll- 
endetem 63. Lebensjahre gestorben, frühzeitiger, als man bei ihm, dem 
eifrigen Turner, hätte erwarten sollen. 

In Königsberg und Berlin hat er studirt; dort waren Franz Neumann, 
Richelot und Hesse, hier Dirichlet, Steiner, Borchardt und Eisenstein seine 
Lehrer. 

Im Jahre 1854 promovirte er an der heimathlichen Universität mit 
einer Dissertation über Modulargleichungen; seit 1855 gehörte er der Bres- 
lauer Universität an, vom Herbste 1861 ab als ordentlicher Professor. 

Auch seine Habilitationsschrift gehört der T'heorie der elliptischen 
Funetionen an, und er ist auch später noch einige Male zu diesem Gegen- 
stande seiner ersten Beschäftigung zurückgekehrt. 

Diese ersten Arbeiten Schröters behandelten Probleme, die damals 
zu den schwierigsten gehörten, und die in ihnen enthaltenen Ergebnisse 
sind heute noch anerkannt und werthvoll. 

Jedoch der Einfluss, welchen Steiners Vorlesungen und der persön- 
liche Verkehr, durch den ihn der grosse Geometer auszeichnete, auf ihn 
ausgeübt haben, war mächtiger und machte sich bald geltend. Als Schüler 
Steiners trat er mit seinen beiden ersten Arbeiten in diesem Journale (Bd. 54 
und 56) hervor, von denen die zweite über die Raumeurven dritter Ordnung 
und dritter Klasse für die Theorie dieser Curven grundlegend geworden ist. 
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Schröter wurde der treueste Schüler Steiners und bald der nam- 
hafteste Vertreter der Steinerschen Richtung. Ihm ist es gelungen, die Ge- 
fahr, in den Hintergrund gedrängt zu werden, von der synthetischen (Greo- 
metrie abzuwenden und sie zu grösserer Anerkennung emporzuheben. An 
längere Zeit fast allein in 





seiner Hochschule schuf er eine Stätte, wo sie 
Deutschland — eifrig gepflegt wurde; durch seine Schriften gewann er auch 
ausserhalb seines engeren Wirkungskreises der synthetischen Behandlungs- 
weise geometrischer Probleme Freunde. 

Aus Steiners Nachlass übernahm er es, den Theil der 'T'heorie der 
Kegelschnitte, in welchem deren projective Eigenschaften zu Grunde gelegt 
werden, zu ordnen und mit der eigenen Nachschrift Steinerscher Vorlesungen 
zu verweben. Die daraus hervorgegangenen Steiner - Schröterschen Vor- 


lesungen über synthetische Geometrie — denn so werden sie mit Recht 
genannt — haben, seit ihrem Erscheinen in erster Auflage vor 25 Jahren, 


neben Aeyes die Staudtsche Richtung vertretendem Buche, wohl allen, 
welche sich mit der rein geometrischen Theorie der Kegelschnitte vertraut 
machen wollten, zur Einführung gedient. 

Steiner selbst war in der „Systematischen Entwickelung“, dem einzigen 
erschienenen von fünf beabsichtigten T’'heilen, über die Kegelschnitte und 
die geradlinigen Flächen zweiten Grades nicht hinausgekommen: Schröter 
hat den Steinerschen Plan in drei weiteren selbständigen Werken ausgeführt. 
von denen die beiden letzten die ebenen Curven dritter Ordnung und die Raum- 
eurven vierter Ordnung erster Art behandeln; während das erste, umfang- 
reichste und hervorragendste (1880 erschienene) Werk die Oberflächen 
zweiter Ordnung und die Raumeurven dritter Ordnung zum Gegenstande 
seiner methodisch mustergiltigen Darstellung hat. Ausgedehnte Abschnitte 
der T'heorie dieser Flächen und Curven haben hier zum ersten Male ihre 
synthetische Behandlung gefunden; insbesondere möchte ich als Schröters 
geistiges Eigenthum die Ableitung vieler metrischer Eigenschaften der 
Flächen zweiten Grades hervorheben. 

In Anerkennung der Bedeutung dieses Buches hat ihn die Berliner 
Akademie der Wissenschaften bald nach dem Erscheinen desselben zu ihrem 
Correspondenten ernannt. 

Ausserdem hat Schröter eine Reihe von Abhandlungen veröffentlicht. 
fast alle der reinen Geometrie gewidmet, alle durch klare und durchsichtige 
Darstellung sich auszeichnend. Diese Klarheit der Darstellung ist es, welche 
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die Schröterschen Arbeiten von der Mehrzahl der heutigen mathematischen 
Veröffentlichungen, die nach ZLagranges Muster sich auf das absolut Noth- 
wendige beschränken, nach meinem Gefühle in angenehmer Weise unter- 
scheidet; ihnen ist, um mit Hankel zu reden, noch die Eulersche Behaglich- 
keit eigen; gerade deshalb aber werden sie, glaube ich, auch einer späteren 
Zeit, der unsere jetzigen Untersuchungen und Ziele ferner liegen, noch ver- 
ständlich sein. 

Schröter kam es weniger darauf an, eine Wahrheit erkannt und 
irgend wie begründet zu haben; ihn trieb es, die natürlichsten Beweis- 
momente zu finden; wenn er sich wiederholt elementare Probleme gewählt 
hat, so geschah es, um ihnen die einfachste Darstellung abzugewinnen; so 
auch in der vorangehenden Abhandlung, mit der er Abschied von uns ge- 
nommen hat. 

Alle, denen er seine nie wankende Freundschaft geschenkt und stets 
bereitwillig mit seinem Rathe beigestanden hat, werden, mit schwerem 
Herzen den herben Verlust tragend, dankbar die Erinnerung an ihn und 


seine Treue bewahren. 


R. Sturm. 
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{a „Deutsche Mathematiker - Vereinigung 
ini que la „Gesellschaft Deutscher Natur- 
forscher und Aerzte“ ont 


ces annuelles du 12 au 


cette annde leurs 
’ ı8 Septembre a 
\urembDerg,. 

occasion la ..Mathematiker-Ver- 
idee d’une exposition scien- 
tifique de modeles, d’appareils et d instruments 
mathematiques,. et le gouvernement Royal de 


jetat de Baviere a prete son aide a ce projet. 


Pour cetie 


eung‘“* a donnee 


L'entreprise jouit deja de la cooperation de 


nts de competence, de liinteret d’un nombre 


nstituts math@matiques de nos Ecvles supErieures, 


coneours de divers &diteurs reputes; et tout 


nous fait &sperer xposition satisfera les 


que l 


ntions de ses entrepreneurs 


C'est de presenter a un plus grand cercle 
de gens competents les differents moyens et 
ressources dinstruction servis a l’enseignement 
et a la recherche des mathematiques pures et 
appliquees en forme de modeles, d’appareils et 
diinstruments, et de favoriser | inter&t pour ce 
genre d’occupations scientifiques. 


er 


In der Zeit vom ı2. bis 18, Septen ji 
Jahres findet zu Nürnberg die Versammlung 
Deutschen Mathematiker sr ni „gie 
zeitig mit der 65. Versammlung u 
deuischer Naturforscher und Abreti 

Auf Anregung der Deutschen Mathematiker- 


Vereinigung und mit tätiger Unterstützung der 
hohen k. bayerischen Staatsregierung 

dieser Gelegenheit - Ausstellung von mathe: 
matischen und mathematisch - physikalischen 
Modellen. Zeichnungen, Apparaten und Instru- 


menten stattfinden 


Das Unternehmen erfreut 
Mitwirkung einer Reihe berufener Fachg 
der Beteiligungeiner Anza 
unserer Hochschu en, dei Zus ge einzeiner TVOor>» 
arenden \ ıgsh g 
talten u 
\u ung « \bs 


werden vermag; 

Die mansigfachen Lehr- und Hilfsmittel, 
wie sie in Gestalt von Modellen. Apparaten und 
Instrumenten dem Unterrichte und der Forschung 
ın der reinen und angewandten Mathematik 
dienen, weiteren Fachkreisen vorzuführen und 
das Interesse für diese Art der wissenschaftlichen 
Betätigung zu fördern. 


Deutsche Mathematiker-Vereinigung. 


München, Mai 1892 
From t 12! t ı 8 
ı802 th .etings of t Deutsche Mathematiker- 
Vereinigung Gesellschaft deutscher 
Naturforscher und Aerzte 
Niüirer 
Vereir exhibition 


of models, drawings. apparatus and instruments 
used in pure and applied mathematics 


| the support of 
the Royal Bausslan government 


To open to wider spheres the various 
auxiliaries used in the instruction and investi 
gation of both pure and applied mathematics 
in the shape of models. apparatus and instru- 
ments and to forward the interests of this 
kind of scientific work 


Le soussign& charge du bureau de la Mathe- Der Unterzeic 
tiker-Vereinigung de l’administration de cette Deutschen M: ier- ung h 
ntreprise, a |honn: ur de vous ıInviıter a prendre iuhrung er \ Q Q 
t a cette exposition, et en m&eme temps a vous Sie 7 Feung € 
ımettre les reglements speciaux de l arrangement eig die ren |] g 
stellung bek g 
“ . " 
Die mathematische Ausstellung 
Ä 
gelegentlich der Versammlungen 
der „Deutschen Mathematiker-Vereinigung‘* und der „Gesellschaft deutscher Naturfors 


dure du I0 au 18 Septembre 1892. Elle com- 
prend: des modeles, dessins, appareils et in- 
struments a lusage des etudes scientifiques 
et a Finstruction des mathematiques pures et 
appliquees*' 

Concernant les applications on s oecupera 


exclusivement de celles dont linteret mathe- 
matique predomine. (want } ents de 


des ınstrun 


in Nürnberg 


dauert vom 10. bis einschliesslich 18. September 
1892 und umfasst Modelle, Apparate und In- 
strumente, die der Forschung und dem Uhnter- 
richt ın der reinen und angewandten Mathematık 
dienen. 


Aus den Gebieten der angewandten Mathe- 
matik sollen nur diejenigen Apparate, Modelle 
etc Aufnahme finden, bei denen das rein mathe 


will last from ths 10 
ber 1892. It comprises mathematical models 
drawıngs. apparatus and 
both for teaching and 
applıed mathematıcs 


to the 18° of Septem- 


nstrumenis servıng 


research In pure and 


What belongs to the applications. we 
only those havıng a principal mathe 
ıntere st 


ınclude 
matıca! 


physique experimentale etc, non comprise dans matische ren im eng steht 
tere EXPOSIlIon, il doit &tre mentionne, que lon n < I 
pris soin, de les reunir dans exposition Experimentalphysık Instrumentenkunde 
separöe. qui comprend aussi toutes les autres etc, gewandt teressei besondere SELONG EX on 
ries des sciences naturelles et la medicine Ausstellung Rechnung gi g 
Cette exposition, Independante de la nötre die übrieen G 2 er N 
prop Ice pal la „Gesells hatı de S el N l C \e 5 \ 
rscher und Aerzte‘‘ et sera arrangee sous le titre Dies 
'une ängie als 
| „EPachtechnische Ausstellung“ 
= par la direction du „Bayerischen Gewerbe- [ Anregung der Geschäftsführung der Gesellscha 
museum“ de Nuremberg, 1a dite direction a en- ıtscher Naturforscher u: \ı \ Seiten der N 
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l.a ..Deutsche Mathematiker - Vereinigung“ 
insi que la „Gesellschaft Deutscher Natur- 
fürscher und Aerzte‘ ont cette 


ssances annuelles du ı2 au 198 


\uremberg. 


Pour cette occasion la .‚Mathematiker-Ver- 
inigung‘* a donnee V'idee d’une exposition scien- 
tifique de modeles, d’appareils et d instruments 
mathematiques. et le gouvernement Royal de 
\stat de Baviere a prete son aide a ce projet. 


L'entreprise jouit deja de la 


savants de compe6tence, de linteret 


linstituts math@matiques de nos & 

ju concours de divers &diteurs reputes; 
eila nous lat esperer Que l’expositior 
itentions de ses entrepreneurs 


C'est de presenter a un plus grand cercie 

{ de gens competents les differents moyens et 
7 ressources d instruction servis a l’enseignement 
et a la recherche des mathematiques pures et 
appliguees en forme de modeles, d’appareils et 
d’instruments, et de favorıser l interöt pour ce 


genre d’occupations scientifiques. 


Le SOUSSIyNE charg« du 
4 matiker-Vereinigung de ladministrat 
2 entreprise, a Jhonneur de vous in 
E part a cette exposıtion, et en meme tem 
# oumettre les reglements speciaux 
: 


ı 


dure du I0 au 18 Septembre 1892 
prend: des modeles, dessins, appareils et in- 
struments a lusage des etudes scientifiques 
et a linstruction des mathematiques pures et 


appliquees*). 





matique predomine. (Juanı es 
pP! ysida ie exXperimentale etc nor 
notr xposition, il doit &tre me 
a prıs soin e les reunir daı 
separee. qui comprend 
parties de ences n ture] e 
Ci exp indep: Er 
DTrODos@e ı £ lis d 












museum‘ de Nuremberg, L.a dite 








1 
lies superieures 


der „Deutschen Mathematiker-Vereinigung‘“ und 


“ Concernant tes applications on s occupera 
exclusivement de celles dont linteret mathe 


par la direction du „Bayerisch 


Deutsche Mathematiker-Vereinigung. 


#. 


In der Zeit vom 12. | 9.3 
lahres findet zu Nürnberg die Vers 


Deutschen Mathematiker - Vereinigung statt. gleic! 


zeitie mit der 65. Versammlung der Gesellschaf 
deutscher Naturforscher und Aerzte 

\uf Anregung der Deutsch \Mathematik 
g und mit tätiger Unterstützung der 
hohen k. bayerischen Staatsregierung 
dieser Gelegenheit Ausstellung von mathe 
matischen und mathematisch - physikalischen 
Modellen, Zeichnungen, Apparaten und Instru- 
menten stattfinden 


Vereinigu 


Das Unternehmen 
Mitwirkung einer | I 
der bett ngeiner A 
unserer Hl L - 
rayı { Ve g 


verden vermag : 

Die mannigfachen Lehr- und Hilfsmittel, 
wie sie in Gestalt von Modellen. Apparaten und 
Instrumenten dem Unterrichte und der Forschung 
in der reinen und angewandten Mathematik 
dienen, weiteren Fachkreisen vorzuführen und 
das Interesse für diese Art der wissenschaftlichen 
Betätigung zu fördern. 


ldeı Unte: 
I) en M 
tuhruı I \ 
„le ri 


I. 


München, Mai ı802 


I I I 
1802 Deutsche Mathematiker 
Vereinigung Gesellschaft deutscher 
Naturforscher und Aerzte“ 
N 


\ 
ve 


exhibition 
of models, drawings, apparatus and instruments 
used in pure and applied mathematics 

| the support of 
the Royal Bavarian government 


To open to wider spheres the various 
auxiliaries used in the instruction and investi 
gation of both pure and applied mathematics 
in the shape of models, apparatus and instru 
ments and to forward the interests of this 
kind of scientific work 


mathematische Ausstellung 


releoe ' 1 \ my r \ 
veierentichn der ‚e/’samımiungzen 


® .. 1 = 

ın Nürnberg 
dauert vom 10. bis einschliesslich 18. September 
1892 und umfasst Modelle, Apparate und In- 
strumente, die der Forschung und dem Unter- 


richt in der reinen und angewandten Mathematik 
dienen.‘ 


Aus den Gebieten der angewandten Mathe- 
matik sollen nur diejenigen Apparate, Modelle 
etc Aufnahme finden, bei denen das rein mathe 
matische Interesse im Vordergrunde steht 


Instrumentenkunde 


Experimentalphysık 
etc. zugewandten Interes besondere 
Ausstellung Kechı £ rd, we 


(zt 
’ 


\le 


tıllı 


\nreg er G t ; ' 
von Seiten der 


der „‚tvesellschalt deut 


include only those 
matıca! interest 


cher Naturfoı 


will last from the I0'® to the 18°" of Septem 
ber 1892. It comprises mathematical models 
drawings. apparatus and instruments serving 
both for teaching and research in 
applied mathematıcs 


pure and 


What belongs to the applications. we 


having a principal mathe 


second exhibition 


„Pachtechnische Ausstellung“ 
en Gewerbe- fıst 











I n 1 1 


la Gesellschaft deutscher Natur- 



















































und Aerzte rel. la direction du Bayer. 
G --Museum s occupe de la disposition gratuite 
l Tt ı« OS on 
La Deutsche Mathematiker Vereinigung s’oc- 
I tem tde lin tallation de ces loı alites 
£ Tılil e) Lidit ei les CIOISONS necessäalres, 
hargeı ussi du deballage et de l’emballage 
ne surveillance suffisante , ainsi que 
( tret pendant la duree de l’exposition, et 
raı » des dits obiets contre Vincendie. 
1 I | j yt hırpıı 1, . r i 
M peut prendre aucune responsabilite 
dommages et a perte des objels, 
si MM eXposan desirent avoir leurs 
ferm Yu ıs clef, ils doivent fournir eux- 
J Ss arm tı etc 
I Ira d’envo P yur N IremoDertT, ainsi que 
de rance de transport pour aller et retour, 
nt A harge de MMs, les exposants. (Juant 
ral | retouıt le administrations des 
chemins de ier d Baviere, et des autres routes 
rincipales de l’Allemagne ont eu l’obligeance de 
edlar oratu!tement 1 1 + 1a } 
) I ‚tutlement OU OUus les obıets non 
sition, Le transport de retour hors 
mentionnde » fait au frais de l’ex- 


Un catalogue dJetaille de lexposition sera 


l premiere partie de ce catalogue contiendra 


nn ‚en£rales se rapporlant aux pro- 


I l I VEeEOHMELT 


l.a seconde partie contiendra une enumeration 
ete de tous les )jets de l’exposition , Jointe 
ription th@orique iussi detaille que 
Cette partie peut aussi contenir les prix 

FO u a ts le demande 
ven ) ıtelo!s s exposants le demandent, 


I)esirant vivement rendre cette partıe le plus com- 


ssible par de nombreuses illustrations nous 
nrions MMs. les &Editeurs etc. de vouloir bien nous 
tı mettre des cliches etc, pour les inserer dans 
Un Appendice du catalogue est destine aux 
nnonces servant comme une sorte diindicateur des 


ts techniques, des &@diteurs etc. du ressort* 
tations speciale pour cette eXposition, 
n prie de s’addresser pour des informations 


l 
I )ır te 


ır du Bayerischen Gewerbemuseum Mr, 
Th. von Kramer a Nuremberg, 











La taxe de liinsertion pour cet appendice 
;o Reichsmark pour la page entiere du 


ls pg., 1oR.M. pour '/s pg, 








gue, 18 R.M. pour 








5 R.M. pour !/s pg, (format grand in 8°). 






ll. 


Für die unentgeltliche Ueberlassung geeigneter 


Ausstellungsräume trägt die Geschäftsführung der 


Gesellschaft deutscher Naturforscher und Aerzte, 
eventuell die Direktion des Bayerischen Gewerbe- 


Museums in dankenswerter Weise Sorge, 


Ill. 


Für die Ausstattung dieser Räume, die Her- 
tellung der Tische und etwa notwendigen Scheide- 
wände, für das Aus- und Einpacken der Aus- 
stellungsgegenstände, für deren ausreichende Beauf- 
sichtigung und Instandhaltung, sowie die Ver- 


sicherung derselben gegen Feuersgefahr trägt die 


Deutsche Mathematiker-Vereinigung kostenlos Sorge. 
Füı Beschädigung und Verlust übernimmt dieselbe 


jedoch keine Verantwortung. 


IV. 
Aussteller, welche ihre Gegenstände unter 
Verschluss auszustellen wünschen, haben für die Be- 
schaffung von Schränken, Vitrinen und dergl. auf 


eigene Kosten Sorge zu tragen. 
\ [2 


Die Kosten des Hintransportes, sowie eventuell 


der Transportversicherung hat der Aussteller 


zu 
tragen Für den Rücktransport ist durch das 
dankenswerte Entgegenkommen der k, bayerischen 
und weiterer deutscher Eisenbahnverwaltungen freie 
Rückfracht auf den Hauptlinien des deutschen 
Verkehrs für alle nichtverkauften Ausstellungs- 
Gegenstände gewährt, Soweit der Rücktransport 
ausserhalb dieses Gebiete fällt. erfolgt er auf Kosten 


des Ausstellers, 


VI. 
ls wird ein ausführlicher Katalog der mathe- 
matischen Ausstellung herausgegeben werden, 
In einem ersten Teile desselben sollen Auf- 
sätze allgemeinen Inhalts Aufnahme finden die 


sich auf Probleme, Ziele und Methoden räumlicher 


jeziehen. 
Der zweite Teil soll die Aufzählung der 


einzelnen ausgestellten Gegenstände, sowie deren 


Darstellung 


möglichst genaue Beschreibung nach der theoretischen 
Seite umfassen ; diese kann, auf Wunsch der aus- 
stellenden Firmen, mit Angabe der Verkaufspreise 
versehen werden. Es ist dabei sehr erwünscht, 
durch zahlreiche Illustrationen das Bild der Aus- 
stellungsgegenstände zu vervollständigen und festzu- 
halten und ersuchen wir desshalb die betreffenden 
Institute, Firmen etc. um die Ueberlassung von 
Clich&s, die in den Text eingefügt werden können, 

Ein Anhang ist für Annoncen bestimmt und 
soll als Adressbuch einschlägiger Firmen und Ver- 


lagshandlungen dienen*). 


Direktion des Bayerischen Gewerbe-Museums in 
Nürnberg veranstaltet werden; es sind bezüglich 
derselben von Seite der genannten Direktion be- 
sondere Einladungen ergangen und wolle man sich 
betrefis derselben an den Direktor des Bayerischen 
Gewerbe-Museums Herrn Th. von Kramer wenden, 

Für den Anhang wird eine Annoncengebühr 
erhoben, und zwar für die ganze Seite (gross Oktav) 
30 Mark, für "/a Seite ı$S Mark, für !/a Seite 
10 Mark, für !/s Seite 5 Mark. 


The local committee of the Gesellschaf: 


ti 


deutscher Naturforscher und Aerzte 


resp, the 


Direction of the Bayerische Gewerbemuseum attend 


nd 

to the gratuitous granting of space require th 
exhil.itors, 

T'he Deutsche Mathematiker-Vereinigung 
charge of all furniture tables screens etc., a 
to the opening and packing, also for supervision 
and care during the exhibition and for the insur 
against fire, But assumes nO responsibility ei 
for damage or for loss of articles. 

Those, who desire to exhibit under « 
cases must do so at their own expense., 

The charge of transport (to Nürenberg 
if desired) the insurance of transport is at 
expense of the exhibitor. Whnt refers to 
return-transport, by the courtesy of the direct 
of the Bavarian and the other main lines of Germaiı 


railways free transport is garanteed for all uns 
obiects of the exhibition. \ll expense ofh 
transport beyond this border is at the expense 


the exhibitor. 


An explanatory detailed catalogue of the 
mathematical exhibition is to be issued, 

The first part will consist of essays, havıı 
reference to problemes, results and meth 


geometrical representation; 


The second part of an enumeration of 
articles exhibited. in connection with deta 
theoretical descriptions. Here if desired the price 
may be added. This part of the catalogue will be 
fully illustrated to give a vivid impression of the 
exhibited articles. We respectfully request all 


t 


Institutes, publishers etc. to forward woodeuts. 


cliches etc. which may be inserted in the text. 


An Appendix to the catalogue will be pub- 
lished including all advertise nents which n 


hereafter serve as a directory for all those intereste 


„Bayerischen Gewerbemuseum in Nürnberg”, 
under the direction of Mr. Th. von Kramer, w' 
has issued special programmes for that exhibı! 
and from whom further information may by obtaıne 


*) The fees for insertion in the Appendix “'° 
30 Reichsmark for the whole page (great 8°), 
ıS R.-M. for ı g pa 
for Y/s pag. 


g.. 10 R.-M. for 4 pag. 5 R.M. 
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Pendant la durde de l’exposition il y aura 
1 


] 
nonimes 


ae kon ) 
utant que possible des competents a la 


position du public pour expliquer les modeles 


E} 


faire marcher les appareils. 


Ouant A l’entremise des ventes, prıses en vue 
c 


par divers instituts math@matiques des &coles su- 
nerieures, le comite de l"exposition se chargera de 


tous les renseignements voulus. 


Les objets vendus de l’exposition ne peuvent 
I I 


etre retires pendant la durde de l’exposition 


permission speciale du bureau, 


ci-inclus 
participation a l'exposition ct de 
envoyer Je 4. Juillet au plus tard a l’airesse: 


rie de se servir du formulaire 


Während der Dauer der Ausstellung wird nach \ 
Ihunlichkeit für eine fachmännische Erklärung der f mm 
Modelle etc. und für in Gangsetzen der Apparate 

> i 
Sorge getragen werden. 
VI. 

Bezüglich der Vermittelung von Ankäufen 5 
die von Seiten der mathematischen Institute ver- 1 C 
schiedener Hochschulen in Aussi El» H e 
klärt sich das Ausstellungscomite zu allen wünschens- nf 
werten Aufschlüssen bereit 

Während der Dauer der Ausstellune dürfeı 1) nu 
etwa verkaufte Gegenstände nur mit )eSsonderer 1 I m ] 
Genehmigung der Ausstellungsleitung aus den A I 


stellungsrä Imen entiernt werden 


IX. 


Die Anmeldungen zur 


1 


sich 


ormulares bedien. nay be t „Exhibition 
Juli an: Announcement‘ until July I*'. Address: 


usstellung,, tüı | ; he e 
welche man beiliegenden For 


sind bis spätestens I 


wolle, 


Herrn Professor Dr. Walther Dyck, München, Hildegardstrasse 1 


meme temps on est prie denvoyer toutes 


indications et les notices scientifi jues destinces 


. partie du 


(Juant aux descriptions des objets (2 


Redaction se reserve le droit de 


hangements et s'il est necessaire d’abbr@viations, 
1 u ' 
arrangement pius uniforme du catalogue 


desirable. 


Lenvoi des objets pour lexposition doit 
tre elfectue du 1. au 7. Septembre & 


l’adresse 


Mathematische Ausstellung in Nürnberg (Bayern) 


Le renvoi des obiets eXposes aura lieu dans 
lespace de quinze jours apres la clöture de l’ex- 
position selon les reglements du Nr. \ 


l.a classification suivante donne un apercu de 


exposition ; 


I. Geometrie. Theorie des fonctions 


Modeles destines A l’enseignement de la geometrie 
€elementaire, (Ster&ometrie, I rigon metrie, Geo- 


metrie descriptive). 


Polyedres; Division des surfaces et de l’espace en 


Polygones resp. en Polyedres, 


‚ourbes planes. 


Courbes gauches, surfaces developables. 


Surfaces du 2. ordre. 


Surfaces algebriques d’ordre sup£@rieure, 


*, I 'envoi des annonces de l’Appendice ainsi 
jue les honoraires fixes ci dessus 
Jusquau ı Aoüt, au plus tard, 
de Mr. Dyck, 


doivent se faire 
la m&me adresse 





einzusenden.,. Zugleich mit der Anmeldung sind \t ifie 
auch die für den Kata] ‚oe bestimmten Mitt Q 101 
und wissenschaftlichen Eı erunge ) 

Cliches) einzu de 


gegenstande leıl 2 les Kata )gres jehä N vıat 1 I 2 ıe 
die Redaktion Aendeı ngen eventue RK I I 

im Interesse einer gleichmässigen Durchf 

I or e1 } ı or r 

des gan n Ralaloge vo 


X, 
Die Einsendung der Ausstellungsgegenstände 


innerhalb der Zeit vom I. bis 7. September 
Adresse 


All artıcles proposed for exhibition must 
be forwarded from the I*' to the 7!" of Sep- 
tember 


hat 


zu erf loen an die 


zu Handen der Herren Danler & Co. 


Die Rücksendung der Gegenständ The return ffected 


innerhalb 14 Tagen nach Schluss der A N 
den Bestimmungen \ Nr. V gen € € ) ir. \ 
XI. 
Zur näheren Orientirung r das voı I For he 
Ausstellung zu umfassende Gebiet geben r eine ex we 
Vorläufige Gruppeneinteilung: nnex a 5, 
I. Geometrie und Funktionentheorie Il. Geometry. Theory of fonctions. 
Modelle für den Elementarunterr t in Ge I M e of Geo- 
speziell in Stereomet [rıg metr I) yisS y, Descrip 
stellender Geometri: \ 
Polyeder; Polygon- und Polyederteilung v Flä Poly ) 
und Räumen, 
Ebene Curven. ) 
Raumcurven und abwickelbare Fläc Curv 
Flächen zweiter Ordnung Surf fit 2 
Höhere algebraische Flächen, Higheı 


Die Einsendung der 


Annoncen für den \ 
hat mit Beifügung der betr. Gebühreı t 
spätestens I. August zu 
Dyck. 


Anhang 
erfolgen, ebenfalls an 
Prof. 


Adresse von 





transcendantes., 


E: 1 1 1} 
Model ı la 


Surfaces 
Geometrie des « omple es, 


surfaces, 


(ourbure des 


1 


Theorie des fonctions, 


» » Analysis situs, 


Il. Arithmetique, Algebre, Calcul integral. 


Regles a calcul, 


Appareı destines A la r@solution des Equations et 


A la construction de fonctions donnees, 


Curvome&tres, Planimetres, Integraphes, Integrateurs 


des &quations differentielles. 


Physique mathematique. 


Ill. Mecanique. 
1 a l’enseignement @l@mentaire, 


Modek s destines 


Cinematique. Trac@ mecanique et transformation 


e certaines courbes et surfaces. Pantographes, 


Perspectographes 


Appare ls pour demontrer des prin« ipes de mecanique. 


Fauilibre et mouvement d’un point materiel. 


Rotation d'un corps autour d’un point (Poinsot 


Precession, Nutation: 


Mouvement des toupies. 


Modi et objets pour d@emontrer la pression , la 


2 


la torsion des corps. 


Propriötes el jues des corps (en part des cristaux), 


Hydrodvnamı 


EN 
Repr&sentations geometrique et Appareils m&canique 
Ir lustrer des proc&des physique pP: ©; 

Cord ran mouvement des ondes, Propa- 

m « n et de la lumiere, [hermo- 

Ay Klectrodynamique) 

N part 1 l'exposition chaque exposant 
cons | > $ metti LUX reglements Cl-dessus 
aın rangements pris de la part 
du ea d xDosition 

| eme on die 
vo I di 4 mempbre d ‚ureau 





Transcendente Flächen. 
Modelle zur l.iniengeometrie. 

>» Krümmungstheorie, 
> 2 Funktionentheorie. 


> » Analysis situs. 


Il. Arithmetik, Algebra, Integralrechnung. 


Rechenmaschinen. — Rechenschieber, Rechen- 
scheiben, 

Apparate zum Auflösen von Gleichungen und zur 
Construction functioneller Abhängigkeiten. 

Curvometer, Planimeter, Integraphen, Apparate zum 


Auflösen von Differentialgleichungen. 


Ill. Mechanik, Mathematische Physik. 


Modelle für den Elementarunterricht, 
Kinematische Modelle ; Apparate zur mechanischen 
Curven und 


Erzeugung und Abbildung von 


Flächen. Pantographen, Perspectographen. 
Apparate zur Demonstration 

Mechanik. 
Gleichgewicht 


Punktes. 


Poinsot- Bewegung eines 


von Principien der 


und Bewegung eines materiellen 


Körpers > AP} arate zur 


Darstellung von Präcession und XNutation, 
Kreiselbewegung, 
Modelle 
und Zug-, Biegungs- und 


Modelle 


schaften 


( sVrOscı pe, 


und Demonstrationsobiecte zur Druck- 


orsionsfesti 


IgKeit. 


zur Veranschaulichung elastischer Eigen- 


insbesondere der Krystalle) 

Apparate zur Darstellung hydrodynamischer Vor- 
gänge, 

Räumliche Darstellungen und mechanische Apparste 


Zustände 


B. Saitenschwingung, Wellen- 


ur Versinnlichung physicalischer 


und Vorgänge (z. 
(1esetze der Verbreitu von Schall 


DEWEgUNG, ng 


und 


Licht, Thermodynamische und Electro- 
dynamische Zustände und Vorgänge 


XI. 


ta] . . + + 1 
Jeder Aussteller nimmt mit der Anmeldung 
die vorliegenden Bestimmung t ebenso wie 
etwaige weitere, im Interesse der Ausstellung h 
als notwendige erweisenden Anordnungen der Aus- 
stellungsleitung. 
Zu teder weiteren Auskunft erklärt ı der 


Unterzeichnete 


gt rne bDerel 


Transcendental surfaces, 
Models illustrating Geometry of complexes, 


Uurvature of 


; N surfaces, 
; > Theory of fonctions. 
» > Analysis situs, 


Il. Arithmetic, Algebra, Integral calculus. 


Calculating machines, Slide rules. 


Instruments for solving equations and for con- 


struction of fonctional relations, 


Curvometers, Planimeters. Integrating machines, 


Instruments for solving differential equations. 


Ill. Mechanics. Mathematical Physics. 


Models employed in elementary teaching. 


Kinematics. Machines for description and trans- 


formation of curves and surfaces, Pantographs, 
Perspectographs. 
Apparatus for demonstration of mechanical principals, 


Equilibrium and motion of a point, 


Poinsot motion of a rigid body Precessi Nu- 
tation; Dynamical tops, Gyroscopes. 
Models and articles showing the effect of stres 
flexion and torsion of solids 
. g 


Elastic properties of solids especially of crystals), 


Hydrodynamics. 


Geometrical representations and mechanical appa- 


ratus illustrating physical phenomena (for ex 


Vibrations, Wavemotion, Propagation of sound 


] 


and light. Thermodynamic and electrodynamic 


phenomena), 


It is understood that the Exhibitor re 
their willingness to submit to the pres nd 
further dispvositions ordered bv the c ee ior 
the interest of the Exhibition 

For all further information plea ress the 
undersigned delegate of the « ) 


Vorstandes der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. 





Prof Dr. Walther Dyck. 
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